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تحلیل ارتعاشات آزاد تیر ضخیم دوار با ریسساختار مذرج تابعی 

  روش تبذیل دیفرانسیلبراساس مذل توانی به
 2مختاری محذثه و 1فزساد ابزاهیمی
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(13/11/1333تاریخ پذیزش:  ؛22/2/1333 )تاریخ دریافت:  

 چکیذه
تيز هذرج  فيشیكی ٍ هكبًيكی رفتبر ارتؼبضی تيز هذرج تبثؼی دٍار ثزاسبس تئَری تيز تيوَضٌكَ هَرد ثزرسی قزار گزفتِ است. خَاظ ،در ایي هقبلِ

. هؼبدلات حبکن ثب رٍش ػذدی تيذیل هذل ضذُ استتيز در راستبی ضخبهت آى دٌّذُ هطبثق تبثغ تَاًی اس جشء حجوی هَاد تطكيلتبثؼی 

آهذُ در ایي هقبلِ، دستسٌجی ًتبیج ثِدرًظز گزفتِ ضذُ است. ثزای غحت دیفزاًسيل حل ضذُ است. اثز تغييزضكل ثزضی ٍ ایٌزسی دٍراًی تيز

 ضبخع جشء حجوی هبدُ هذرج تبثؼی،هختلف ّوچَى أثيز پبراهتزّبی . تثب ًتبیج حبغل اس کبرّبی گذضتِ هقبیسِ ضذُ استآهذُ دستثًِتبیج 

لاغزی، سزػت دٍراًی ٍ ضؼبع ّبة تيز دٍار ثز رٍی فزکبًس طجيؼی اٍل ٍ فزکبًس ّبی ثبلاتز ٍ ضكل هذّبی هختلف آى ثزرسی ضذُ است.  ضزیت

غَرت دلخَاُ تغييز داد. ّوچٌيي ثب افشایص ضزیت طجيؼی را ثِتَاى هقبدیز فزکبًس حجوی هی جشءًتبیج حبکی اس آى است کِ ثب تغييز ضبخع 

یبثذ ٍلی ضؼبع ّبة تأثيز هحسَسی رٍی فزکبًس طجيؼی ًذارد. هؤثزتزیي پبراهتز ثز تغييزات طَر هحسَسی افشایص هیلاغزی فزکبًس طجيؼی ثِ

سزػت ضيت تغييزات فزکبًس طجيؼی ًسجت ثِ سبیز پبراهتزّب  فزکبًس طجيؼی تيز هذرج تبثؼی دٍار، تغييزات سزػت طَقِ دٍار است کِ ثب افشایص

 .دّذارائِ هیارتؼبضی تيز هذرج تبثؼی دٍار  ٍ درک هطخػبت ای ثزای هطبلؼِ پبراهتزیضذًُتبیج حبغل هذل سبدُثيطتز است. 
 

 ارتؼبضبت آساد، هبدُ هذرج تبثؼی، تيز دٍار، رٍش تجذیل دیفزاًسيل :هاي کلیذيواشه
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ABSTRACT  

In this paper, the free vibration of a functionally graded (FG) rotating beam based on Timoshenko beam theory has been 

analyzed. The FG rotating beam assumed to be graded across the thickness and the material properties of the FG beam 
assumed to vary continuously through the thickness of the beam according to a power law distribution of the volume 

fraction of the constituent materials.  Governing equations are solved using differential transform method. To verify the 

present analysis, the results of this study are compared with the available results from the existing literature. The effect 

of beam parameters such as constituent volume fractions, slenderness ratios, hub rotation speed and hub radius on the 

natural frequencies and mode shapes of the rotating beam is comprehensively investigated. The functionally graded 

composite material plays a significant role in vibration characteristics of the rotating FGM thick beams. 
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 قدمه م -1

 وِ ّؿتٌس وبهپَظیتی )هَاز ّسفوٌس( هَاز 1تبثؼی هسضج هَاز

    تغييط همغغ ؾغح زض پيَؾتِ عَضثِ آًْب هىبًيىی ذَال

 ٍ ّبؾطاهيه اظ هرلَعی اظ تبثؼی هسضج هَاز هؼوَلاَ. وٌسهی

 ثب تبیؼی هسضج هىبًيىی هَاز ذَال. قًَسهی ؾبذتِ فلعات

قَز ٍ ثِ  عطاحی تَاًسهی ؾبظًسُ هَاز خعء حدوی تغييط

 تحول تَاًبیی چمطهگی ٍ همبٍهت، ثْجَز ػٌَاى ًوًَِ ثطای

 اهطٍظُ. زاز تغييط ضا ؾبظًسُ هَاز حدوی وؿط تَاىهی ثبلا زهبی

 تٌف، تَظیغ هلاین تغييط اظ اعويٌبى زليلثِ تبثؼی هسضج هَاز

 همبٍهت افعایف ٍ تٌف توطوع حصف یب ضؾبًسى حسالل ثِ

 زازُ تطخيح ؾٌتی هطوت هَاز ثِ اتهبل هحل زض پيَؾتگی

نَضت وبهپَظیتی اظ فلع ًَع هتساٍل هَاز ّسفوٌس ثِ .قًَسهی

تَاًس ٍظبیف ای هیچٌيي هبزُ، ثبقسزض هبتطیؿی اظ ؾطاهيه هی

حطاضتی ٍ ذَضزگی ثؿيبض ثبلای  همبٍهتظبّطاً ًبؾبظگبض ّوچَى 

وبضی هبقيي ٍ لبثليت ؾفتی ،ّب اظ یه ؾَ ٍ اؾتحىبمؾطاهيه

ٍ یب توطوع  ثسٍى ایدبز ًبیىٌَاذتی ضا ثبلای فلعات اظ ؾَی زیگط

زليل ٍخَز چٌيي ذَانی ثِ خب زاضا ثبقس.نَضت یهتٌف ثِ

ّبی گًَبگَى هٌْسؾی ّوچَى ثرف زض تبثؼی هسضجهَاز 

ّب ثِ ٍ ؾبذت اتَهجيل ، ثيَپعقىییزفبػ َّایی، نٌبیغ فضبیی،

 ّبیفطایٌس زضهَضز اؾتفبزُ  زضاثعاضّبی اذيطاً ٍ اًسوبض ضفتِ

وبض گطفتِ ای ًيع ثِضاوتَضّبی ّؿتِ ّوبًٌس ایگساذت ّؿتِ

 اػضبی اضتؼبقبتی ضفتبض ذيطا ّبیؾبل ضوي آًىِ زضاًس. قسُ

 لبثل اّويت زاضای تبثؼی هسضج هَاز اظ قسُؾبذتِ ایؾبظُ

 نٌؼتی ّبیظهيٌِ زض ّن ٍ تحميمبتی ّبیظهيٌِ زض ّن تَخْی

 . اؾت ثَزُ

ّبیی ّوچَى ضٍـ زض ایي هيبى ثِ ٌّگبم اؾتفبزُ اظ ضٍـ   

ثط ثبقين. ػلاٍُهی ؾبهبًِالوبى هحسٍز ًيبظهٌس گؿؿتِ ؾبظی 

گلطويي ّبی تمطیجی ّوبًٌس ضٍـ ضیتع ٍ ایي زض اػوبل ضٍـ

ّبی ٍیػُ ضا ّبی ٍیػُ ٍ تبثغتَاى توبهی همساضگبّی ًوی

 ًيع ضٍـ ؾٌتی حل هؿبئل تَؾظ ؾطی تيلَضهحبؾجِ وطز. 

ثبقس ٍ ظهبى ظیبزی ضا ثطای حل هی ًيبظهٌس هحبؾجبت ًوبزیي

ثط ایي حل هؼبزلات هطتجِ ثبلا ثب ػلاٍُ .وٌسهؿبئل نطف هی

 2ٍـ تجسیل زیفطاًؿيلیثبقس. ضاؾتفبزُ اظ ایي ضٍـ زقَاض هی

وبض گطفتِ قسُ اؾت، ضٍقی ًيوِ تحليلی ثِ تحميكوِ زض ایي 

ثبقس وِ تَاًؿتِ اؾت ثط توبهی هجتٌی ثط ؾطی تيلَض هی

     ایي ضٍـ ثسٍى ًيبظ ثِ  .هكىلات شوطقسُ غلجِ ًوبیس

                                                           
1- Functionally Graded Materials 

2- Differential Transformation Method 

زیفطاًؿيل خعئی  ثِ هؼبزلات ؾبظیگؿؿؿتٍِ  ؾبظیذغی

ای اظ هؼبزلات خجطی تجسیل ػِقَز ٍ آى ضا ثِ هدوَاػوبل هی

حدن هحبؾجبت ضا تب حس ظیبزی وبّف زازُ ٍ پبؾد ضا  .وٌسهی

 تجسیل هفَْمآٍضز. زؾت هیثب زلت ٍ ؾطػت ّوگطایی ثبلا ثِ

 قس هغطح هٌْسؾی هؿبئل زض 1986 ؾبل زض اثتسا زیفطاًؿيلی

 تحليل زض غيطذغی ٍ ذغی اٍليِ همساض هؼبزلات حل ثطای ٍ

ایي ضٍـ ثطای حل زليك ٍ >. 1= ضفت وبضثِ الىتطیىی هساضّبی

تمطیجی هؿبئل ذغی ٍ غيطذغی هؼبزلات زیفطاًؿيل هؼوَلی ٍ 

هكتمبت خعئی هٌبؾت اؾت. ضٍـ تجسیل زیفطاًؿيلی ًؿجت ثِ 

ثيٌی تط پيفّبی عجيؼی ضا زليكّبی تَاًی فطوبًؽضٍـ ؾطی

هؿألِ ثِ زض ضٍـ الوبى هحسٍز ثبظُ حل ػلاٍُ ثِوٌس. هی

قَز ٍ زلت حل ثؿتگی ثِ تؼساز چٌسیي الوبى تمؿين هی

 "وِ ضٍـ تجسیل زیفطاًؿيلی هؿتميوبّب زاضز زضحبلیالوبى

قَز ٍ حل ثطای ثطای حل هؼبزلات حبون ثط هؿألِ اؾتفبزُ هی

زض ٍالغ زاهٌِ ثِ یه الوبى تمؿين ٍ آیس زؾت هیول زاهٌِ ثِ

ضٍـ الوبى هحسٍز  ثطذلافقَز. ّوچٌيي زض ایي ضٍـ هی

ؾبزُ اؾت ٍ قطایظ هطظی زض زٍ ثؿيبض اػوبل قطایظ هطظی 

قَز ٍلی زض ضٍـ الوبى اًتْبی زاهٌِ )زٍ ؾط تيط( اػوبل هی

ایي ضٍـ  .قَزهحسٍز ثطای ّط الوبى قطایظ هطظی اػوبل هی

 اضتؼبقبت اظ خولِ .وبض ضفتِ اؾتِثثطای تحليل اضتؼبقبت تيطّب 

 ثب هحَضی ثبض تحت چطذبى 3تبثيسُ وَقٌىَتي خبًجی تيط آظاز

 لطاض ثطضؾی هَضز >2= 5َّ ٍ 4چي تَؾظ ضٍـایي  اؾتفبزُ اظ

 ثطایزیفطاًؿيلی  تجسیل ضٍـ ًيع اظ >3= 6گطفتِ اؾت. هی

 .وطزُ اؾت اؾتفبزُ چطذبى یىٌَاذت تيطّبی تحليل

 ثؿيبضی هغبلؼبت زٍاض تيطّبی اضتؼبقبت تحليل ظهيٌِ زض   

 >4= 8ضٍتىَؾىی ٍ 7بخعّ ظهيٌِ ایي اؾت. زض قسُ اًدبم

 هحسٍز الوبى ضٍـ اظ اؾتفبزُ ثب ضا زٍاض تيطّبی آظاز اضتؼبقبت

 تيطّبیی اضتؼبقبتی هسّبی >5= ّوىبضاى ٍ 9ضایت وطزًس. ثطضؾی

 لطاض هغبلؼِ هَضز ضا زاضًس لطاض هطوع اظ گطیع ًيطٍی تحت وِ

   ٍ پبضچِیه تيطّبی آظاز اضتؼبقبت >6= 10ثبًطغی زازًس،

 ضٍـ اظ اؾتفبزُ ثب ضا هطوع اظ گطیع ًيطٍی تحت قًَسُثبضیه

 >7= 2گَضگيتَ ٍ 1اؾتبفَضز اضائِ وطزُ اؾت. 11ؾرتی هبتطیؽ

                                                           
3- Twisted 

4- Chen 

5- Ho  

6- Mei 

7- Hodges 

8- Rutkowski 

9- Wright 

10- Banerjee 

11- Dynamic Stiffness Method 
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 51                                                                                          ...تحليل اضتؼبقبت آظاز تيط ضرين زٍاض ثب ضیع ؾبذتبض هسضج تبثؼی ثطاؾبؼ

 

 هَضز ضا تيوَقٌىَ زٍاض تيطّبی تحليلی ضٍـ اظ اؾتفبزُ ًيع ثب

 ٍ فطوبًؽ >8= زیگط ایهغبلؼِ ایكبى زض زازًس. لطاض هغبلؼِ

 ّبیٍیػگی وطزًس. ثطضؾی ضا 3زٍاض ّبیپطُ هسّبی قىل

 4تَؾظ یَوَیبهب تيوَقٌىَی چطذبى ّبیتيط آظاز اضتؼبقبت

 >10= ّوىبضاى ٍ 5اضائِ قسُ اؾت. ایي زضحبلی اؾت وِ زٍ >9=

 6تَاًی ؾطی اظ اؾتفبزُ ثب ضا چطذبى تيوَقٌىَ تيط اضتؼبقبت

 تيط زیٌبهيىی ضفتبض >11= 7ضزی زازًس. هَضز هغبلؼِ لطاض

 لطاض ثطضؾی هَضز هحسٍز الوبى ضٍـ اظ اؾتفبزُ ثب ضا تيوَقٌىَ

 ضٍـ اظ اؾتفبزُ ثب ضا زٍاض تيوَقٌىَ تيط آظاز اضتؼبقبت زاز.

 ثطضؾی قسُ اؾت. >12= 8زیفطاًؿيلی ًيع تَؾظ وبیب تحليل

 ثب ضا تيوَقٌىَ تيط آظاز اضتؼبقبت >13= 10ويطاؾَللَ ٍ 9ؾيَاله

 . زازًس لطاض ثطضؾی هَضز 11اؼ -ؾی -زی ضٍـ اظ اؾتفبزُ

    اظ خولِتيطّبی زٍاض  ّبی زیٌبهيىیثطضؾی ٍیػگی   

 عطاحی ٍ ًمف هْوی زض  اّويت ٍیػُآًْب ّبی عجيؼی فطوبًؽ

ّبی هبقييّبی هٌْسؾی هرتلفی هبًٌس ؾبظی وبضثطزٍ هسل

ٍ  وَپتطّبی ّلیپطُ پطٍاًِ َّاپيوب یب وكتی، پطُ تَضثيي، زٍاض،

   ی ّبثب تَخِ ثِ ٍیػگی. زاضز ّبّبی هىبًيىی ضثبتثبظٍ

 ؾبذتبضتَاًٌس زض هَاز هسضج تبثؼی، ایي هَاز هیفطز ثِهٌحهط

 وبضآهس ثبقٌس. ثؿيبض  ّبی زٍاض ّنؾبظُ

 ثيكتط وِ زّسهی ًكبى هَاز هسضج تبثؼی پيكيٌِ ثطضؾی   

 ّبپَؾتِ ٍ نفحبت ثِ هطثَط ظهيٌِ ایي زض قسُهغبلؼبت اًدبم

 ایي اظ قسُؾبذتِ تيطّبی ظهيٌِ زض ووتطی تحميمبت ٍ اؾت

 پبضچِیه ضٍیىطز > یه14= 12لی. اؾت گطفتِ نَضت هَاز

اؾتبتيىی ٍ اضتؼبقبت آظاز تيطّبی ضفتبض  ثطضؾی ثطای ضا خسیس

هسضج تبثؼی  َازقسُ اظ هثطًَلی ٍ تيوَقٌىَ ؾبذتِ-اٍلط

پبؾد اضتؼبقبت آظاز ] 15[ 14ٍ وَهبض 13ثْبتبچبضیب پيكٌْبز وطز.

زؾت هسضج تبثؼی ضا ثِ َازقسُ اظ هذوف تيطّبی ؾبذتِ ٍ

بی ؾبذتِ قسُ اظ اضتؼبقبت غيطذغی تيطّ ] 16[ 15وی .آٍضزًس

                                                                                            
1- Stafford  

2- Giurgiutiu 
3- Rotor Blades 

4- Yokoyama 

5- Du 

6- Power Series 

7- Reddy 

8- Kaya 

9 - Civalek 

10 - Kiracioglu 

11- DCS Method 

12 - Li 

13- Bhattacharyya 

14- Kapuria 

15- Ke 

نَضت ظیغ ذَال هَاز ثًَِع تَزٍ  ضا ثب ّط هَاز هسضج تبثؼی

تَاثغ تَاًی ٍ ًوبیی ثطضؾی وطزُ ٍ ًكبى زاز وِ ضفتبض 

          زليل ٍخَز وَپل ثِّسفوٌس  ّبیاضتؼبقبتی تيط

خؼفطی ٍ   .ّبی ّوگي هتفبٍت اؾتذوكی ثب تيط -وككی

> اضتؼبقبت اخجبضی تيط تيوَقٌىَ تحت ثبض 17آثبزی =فتح

هتحطن ٍ ؾبذتِ قسُ اظ هبزُ هسضج تبثؼی ضا هغبلؼِ وطزًس. 

بت آظاز ٍضق ضرين ؾبذتِ قسُ قاضتؼب >18= هَؾَی ٍ ؾؼيسی

ػطضی ضا هَضز ّوؿبًگطز ٍ ّوؿبًگطز اظ هَاز هسضج تبثؼی 

اضتؼبقبت  ]19[ 17چبوطاٍضتیٍ  16پطازّبى ثطضؾی لطاض زازًس.

ثطًَلی ٍ تيوَقٌىَ ؾبذتِ قسُ اظ هَاز هسضج  -اٍلط آظز تيطّبی

. اضتؼبقبت ضیتع ثطضؾی وطزًس-تبثؼی ضا ثب اؾتفبزُ اظ ضٍـ ضیلی

آظاز تيط هسضج تبثؼی ضا ثب ضٍـ تحليلی ٍ ثطای قطایظ هطظی 

اضائِ قسُ اؾت.  >20= ّوىبضاى هرتلف تَؾظ ؾيٌب ٍ

> اضتؼبقبت آظاز تيط هسضج تبثؼی ضا ثطای تئَضی 21= 18ؾيوؿه

تيطّبی هرتلف ٍ قطایظ هطظی هرتلف ثطضؾی وطز. زض توبهی 

همبلات فَق ثطای تيط هسضج تبثؼی ؾبوي تحليل اًدبم قسُ 

> تيط هسضج تبثؼی ثب ؾغح همغغ 22ٍ ّوىبضاى = 19اؾت. قْجب

طذبى ضا ثطضؾی وطزًس. ایكبى تَظیغ هبزُ هتغيط زض حبلت چ

هسضج تبثؼی ضا زض ضاؾتبی هحَض عَلی تيط زضًظط گطفتٌس وِ 

ػلاٍُ ایكبى اثطات هطثَط ثِ الجتِ ون وبضثطزتط اؾت. ثِ

 اًس.گطفتًِزضًظط ضا تغييطقىل ثطقی ٍ ایٌطؾی زٍضاًی تيط زٍاض 

هسضج ّب ٍ ذَال اضتؼبقی تيط تيوَقٌىَ زض همبلِ حبضط ٍیػگی

تَظیغ  ایي همبلِزض . تبثؼی چطذبى هَضز هغبلؼِ لطاض گطفتِ اؾت

هبزُ هسضج تبثؼی زض ضاؾتبی ضربهت تيط وِ ثيكتطیي وبضثطز ضا 

وِ اثطات هطثَط ثِ زضًظط گطفتِ قسُ اؾت زضحبلی زاضز

تغييطقىل ثطقی ٍ ایٌطؾی زٍضاًی تيط زٍاض ًيع لحبػ قسُ 

ى ثب ضیع ؾبذتبض اؾت. هكرهبت اضتؼبقی تيط ضرين چطذب

  ّبی هسل تَاًی هبزُ ّسفوٌس هسضج تبثؼی ٍ ثطاؾبؼ ٍیػگی

ػٌَاى ضٍقی زؾت آهسُ اؾت. اظ ضٍـ تجسیل زیفطاًؿيل ثِثِ

ثؿيبض وبضآهس ثطای هحبؾجبت فطوبًؽ عجيؼی ٍ قىل هس 

اؾتفبزُ قسُ وِ هغبثك هحبؾجبت ٍ همبیؿِ ثب وبضّبی لجلی 

ى زازُ اؾت. ضوي آًىِ ثب ًتبیح ثؿيبض لبثل اػتوبزی ضا ًكب

تبثيط ػَاهل هرتلف ّوچَى قبذم خعء  ،هغبلؼِ پبضاهتطی

حدوی هبزُ هسضج تبثؼی، ضطیت لاغطی، ؾطػت زٍضاًی ٍ قؼبع 

                                                           
16- Pradhan 

17- Chakraverty 

18- Şimşek 

19- Shahba 
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ّبی ثبلاتط ّبة تيط زٍاض ثط ضٍی فطوبًؽ عجيؼی اٍل ٍ فطوبًؽ

 ٍ قىل هسّبی هرتلف آى ثطضؾی قسُ اؾت.
 

 مواد مدرج تابعی -1

تيط هؿتمين  ًكبى زازُ قسُ اؾت یه 1عَضوِ زض قىل ّوبى

، ػطو Lقسُ اظ هبزُ هسضج تبثؼی ثب عَلٍ یىٌَاذت ؾبذتِ

b ٍ ضربهتh ثب ؾغح همغغ هؿتغيلی وِ ضٍی هحيظ یه ،

ای ؾت. عَلِ ثب ؾطػت ظاٍیًِهت قسُ ا Rثب قؼبع 1عَلِ

هرتهبت  ؾبهبًِیه  چطذس.هیحَل هحَض ذَز  ثبثت 

هطوعی، هحَض  زض عَل هحَض xنَضتی وِ هحَض زوبضتی ثِ
y هحَض  زضخْت ػطو ٍz  زضًظط گطفتِزضخْت ضربهت 

اؾت. زض ایي تحميك فطو قسُ اؾت وِ تيط هسضج تبثؼی  قسُ

تغييطات ذَال زض ضاؾتبی  ٍ اظ ؾطاهيه ٍ فلع ؾبذتِ قسُ

هىبًيىی هتفبٍتی ثطای ّبی هيىطٍهسل ( اؾت.zضربهت )

ٍخَز زاضز وِ زض ایي همبلِ اظ  تؼييي ذَال هبزُ هسضج تبثؼی

ّب، ثط عجك لبًَى هرلَط اؾتفبزُ قسُ اؾت. 2هسل تَاًی

ذَال هؤثط هبزُ 
fP ِقًَس:ثيبى هی (1)نَضت ضاثغِ ث 

 

f c c m mP PV P V    (1)  

 

 
 مختصات دستگاه قرارگیری برای شذهفرض مذل :(1)شکل 

  .تیر روی
 

ٍ cP ،mP، cVزض ایي هؼبزلِ
mV  ، ذَال ٍ وؿط حدوی

  ّن هطثَط( ث2ِنَضت ضاثغِ )ؾطاهيه ٍ فلع ّؿتٌس وِ ثِ

 :قًَسهی

                                                           
1- Hub 

2- Power Law FGM 

1c mV V    (2) 

 :اؾت (3)نَضت ضاثغِ ضاثغِ وؿط حدوی ثطای فلع ثِ

(3)  
1

2

P

m

z
V

h

 
  
 

     

 

P،  ُقبذم خعء حدوی ٍ هتغيط ًبهٌفی اؾت وِ تغييطات هبز

( 3( تب )1زّس. ثب تَخِ ثِ ضٍاثظ )زض عَل ضربهت ضا ًكبى هی

 قَز:هی  ( ثيبى4نَضت ضاثغِ )ذَال هؤثط هبزُ هسضج تبثؼی ثِ

 (4)  ( ) ( )( / 1/ 2)P

f c m mP z P P z h P                                          

 
دست آوردن معادلات حاکم بر حرکتبه -3  

ًيبفتِ ثط هحَض قىلزضحبلت تغييط xهحَض  1هغبثك قىل 

ًيع ثب هحَض زٍضاى هَاظی  zذٌثی تيط هٌغجك اؾت. هحَض 

زض نفحِ زٍضاى لطاض  yاؾت )ٍلی هٌغجك ًيؿتٌس.( ٍ هحَض 

ای اظ لجِ تَپی چطخ ِ اظ ًمغِلفبن xزض ایٌدب پبضاهتط . زاضز

 .هطوع اؾتخبیی ػطضی ًبقی اظ ًيطٍی گطیع اظ ِخبث 0uاؾت . 

z اؾت. اظ ٍؾظ نفحِ ای ی ػوَزی اظ ًمغِبنلِفW  

زٍضاى  ٍ ی تيط ّط ًمغِ ضٍی هحَض ذٌث خبًجیخبیی ِخبث

 ثبقس.هیًبقی اظ ذوف 

  
جایی و کرنصهای جابهمیدان -3-1  

خبیی زض تئَضی تيط ّبی خبثِثطاؾبؼ هيساىّبی وطًف هؤلفِ

    > هجٌی ثط حصف 4= بخعتيوَقٌىَ ٍ ثب اؾتفبزُ اظ فطو ّ

  ّؿتٌس. (7)تب  (5)نَضت ضٍاثظ ثِ  2تط اظ ّبی ثعضيتطم
 

2

0

( )
 

2
xx

w
u z  


    

(5) 

 xz w     (6) 

xy   (7) 

 

  و جنبطیمحاسبه انرژی کرنطی  -3-2

  تؼطیف (8نَضت ضاثغِ )اًطغی وطًكی تيط ًبقی اظ ذوف ثِ

  قَز:هی

  2

b

E z ε
U  dV

2
V

    (8)  
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      ( حبنل 9( ضاثغِ )8زض هؼبزلِ )( 5گصاضی ضاثغِ )یخب ثب

 قَز: هی
 

 
2

2

0

0

1 ( )
   
2 2

L

b

A

w
U E z u z dAdx

 
   

 
   

(9) 

 

 اؾت: (10ضاثغِ ) نَضتثِاًطغی وطًكی ًبقی اظ ثطـ ًيع 

 

  2

   
2

s

V

G z
U dV


    

(10)  

 :آیسزؾت هی( ث11ِ( ضاثغِ )7ٍ ) (6گصاضی ضٍاثظ )یثب خب

  2 2

   
2

xy xz

s

V

G z
U dV

 
    (11) 

هسٍل الاؾتيؿتِ تبثغ  ثب تَخِ ثِ ایٌىِ زض هبزُ هسضج تبثؼی

هغبثك  1A ٍ نلجيت هحَضی تيط 2Aنلجيت ذوكی  اؾت

  :آیٌسزؾت هی( ث12ِضاثغِ )

  
/2

2

1 2

/2

( , ) 1,

h

h

A A E z z dA


    (12)  

B1، B2  ٍϹ  زٍضاًی پبضاهتطّبی ایٌطؾی ًطهبل تطتيت ثًِيع ٍ ٍ

( ٍ 13نَضت ضٍاثظ )ّؿتٌس وِ ثِضطیت نلجيت ثطقی تيط 

 ( تؼطیف هی قًَس: 14)

  
/2

2

1 2

/2

( , ) 1,

h

h

B B z z dA


    
(13)  

( )C kG z dA    (14)  

 

تطتيت چگبلی، ؾغح همغغ، ثِ  ،A،E ٍGزض ضٍاثظ فَق

k هسٍل الاؾتيؿيتِ ٍ هسٍل ثطقی تيط ّؿتٌس. ضطیت ًيع  

خبیی هحَضی ِخبث تهحيح ثطـ اؾت. 0u x   وِ زضػطو

 ( ثب وطًف15ضاثغِ )هغبثك ؾغح همغغ یىٌَاذت اؾت 

 قَز:هیهطتجظ  ( )  

   
 '

0 0

1

T x
u x x

A
    

(15)  

نَضت ضاثغِ وٌس ثِگطا وِ زض عَل تيط تغييط هیًيطٍی هطوع

 اؾت: (16)

   2

1

L

x

T x B R x dx     (16)  

( تطم ظیط ضا زض اًطغی 15) زض هؼبزلِ (16گصاضی ضاثغِ )یثب خب

ن ایي تطم وطًف ًبقی اظ ذوف زاضین وِ ثبیس تَخِ زاقتِ ثبقي

 ثبثت اؾت:

 2

1

10

1

2

L T x
C

A
   

 

(17)  

 

ًبقی اظ  یتطتيت اًطغی وطًك( ث12ِ-17ثب تَخِ ثِ ضٍاثظ )

      ظیطنَضت ضٍاثظ ذوف ٍ اًطغی وطًكی ًبقی اظ ثطـ ثِ

 :آیٌسزؾت هیثِ

 2 2

2 1

0

1
( ( ) )     

2

L

bU A T w dx C      
 

(18)  

 
0

1
 

2

L

sU C w dx    
 

(19)  

 :( اؾت20نَضت ضاثغِ )ثًِيع اًطغی وطًكی ول تيط 

 U Us bU    (20)  

( اًطغی وطًكی 20( زض ضاثغِ )19( ٍ )18گصاضی ضٍاثظ )یثب خب

 قَز:حبنل هی( 21نَضت ضاثغِ )، ثUِ ،ول تيط

 2 2

2

0

1
( ) ( )    

2

L

U A T w C w dx        
 

(21)  

 :( اؾت22نَضت ضاثغِ )ًِيع ثٍ اًطغی خٌجكی تيط 

 2 2 2

0

1
     
2

L

x y z

A

V V V dAdx      
 

(22)  

ّبی ؾطػت هحبؾجِ اًطغی خٌجكی ًيبظ ثِ هحبؾجِ هؤلفِثطای 

ّبی ؾطػت ًبقی اظ هؤلفِاؾت وِ زض ازاهِ اًدبم ذَاّس قس. 

 .نَضت ظیط اؾتزٍضاى ثطای یه ًمغِ ضٍی تيط ثِ

 

 
 

(23)  

1     
r

V k r
t


  


  

1 1 1 1r x i y j z k     

 نَضت ظیط ثيبى هی قَز:ؾطػت ول ثِ

(24)     1 1 1 1 1 V x y i y x j z k       

(آ -25)  
   xV       

(ة -25)   0yV R x u        

(ج -25)   zV w   
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زٌّسُ هكتك ًؿجت ثِ ظهبى، ػلاهت ًمغِ ًكبى ،فَقزض ضاثغِ 

1r  ،هىبى یه ًمغِ ضٍی تيط پؽ اظ تغييطقىل ذوكیW 

فبنلِ ػطضی یه ًمغِ اظ هحَض زٍضاى ٍ  خبیی ػطضی، ِخبث

 ثب  ثبقس.هی تيط فبنلِ ػوَزی یه ًمغِ اظ نفحِ هيبًی

اًطغی خٌجكی تيط ( 22( زض ضاثغِ )25-24گصاضی ضٍاثظ )یخب

 :قَزنَضت ظیط حبنل هیثِ

2 2 2 2

1 2 2

0

1
  [   ]

2

L

B A A dx         (26)  

هغبثك ضاثغِ ّويلتَى  انلثطای اؾترطاج هؼبزلِ حطوت اظ 

 ( اؾتفبزُ قسُ اؾت:28)

 
2

1

0

t

t

U V       (27)  

ظهبى،  t ،تغييطاتًوبز   ،ایي ضاثغِزض وِ 
1t ٍ 2t تطتيت ثِ 

 V اذتلاف هدبظی اًطغی وطًكی، Uظهبى اٍليِ ٍ ثبًَیِ،

اذتلاف هدبظی اًطغی   اذتلاف هدبظی اًطغی پتبًؿيل ٍ

 انلثطاؾبؼ هؼبزلات حطوت ثٌبثطایي اؾت.  خٌجكی تيط

 آیس:زؾت هینَضت ظیط ثِثِ  ّويلتَى

 2

2   2 2   0B B A kC W           (28)  

   1 0B TW kCW W          (29)  
 

 .گیردارسرتیر یک شرایط مرزی(: 1)جدول 

0x    x L  قطایظ هطظی  

 0   0W   

 0   0    

 1   0 

   1  1   0W     

گيطزاضؾطیه  

 

ثب  ثبقس.هی 1قطایظ هطظی ثطای هؼبزلات حبون هغبثك خسٍل 

نَضت ضٍاثظ ثِ تَاًٌسهی θ ٍ Wفطو ًَؾبى ّبضهًَيه ؾبزُ، 

 .( ًَقتِ قًَس31( ٍ )30)

    iωtW x, t W x e   (30)  

    iωtθ x, t θ x e   (31)  
 

 ،(29( ٍ)28( زض ضٍاثظ )31ٍ ) (30)گصاضی ضٍاثظ یثب خبحبل 

 قَز:ظیط حبنل هینَضت هؼبزلات حطوت ثِ
2   2 ''

2   2 2 B B A         

( ) 0.kC W     

 

(32)  

   
'

2 ' '' '

1 0B W TW kC W       (33)  

، هغبثك هبزُ هسضج تبثؼیّبی ثؼس ثطاؾبؼ ٍیػگیپبضاهتطّبی ثی

 سُ اؾت:لحبػ ق( 34ضٍاثظ )

4 2
2 21 2

2
2 1
4 2

2 21 2
2

2

,

,

,

 

  ( )

B L B
r

A AL

B L A
s

A kCL
x

W
L

W

L
R

L

  

 

 

 

 

 
 

(34)  

 sگطزاى،قؼبع عَلِ ایٌطؾی زٍضاًی،  r ،(34زض ضاثغِ )

  پبضاهتط ؾطػت زٍضاى تيط، پبضاهتط تغييطقىل ثطقی، 

تغييطقىل ثؼس ثیپبضاهتط  W تيط، پبضاهتط فطوبًؽ عجيؼی

ّؿتٌس. ثب اؾتفبزُ اظ فبنلِ ثؼس پبضاهتط ثی  ًبقی اظ ذوف ٍ

گطا ٍ هؼبزلات حبون ثط يطٍی هطوعًفَق، ثؼس پبضاهتطّبی ثی

 قًَس:حبنل هی ظیط نَضت ضٍاثظحطوت ثِ
 

   
 2

2 2

1

1
1

2
T B L


  

 
    
  

  
 

(35)  

 
2

2 2

2 2

1
1 0r W

s


   

 
      

 
  

 

(36)  

 
 

 

2 2

2

'

2 2

1
  1

2

1
0.

W W

W
s

 
 




     
      

      

  

  

 

 

 

 

(37)  

  

 معرفی و استفاده از روش تبدیل دیفرانسیل -3-3

) تجددسیل زیفطاًؿدديل تددبثغ    )y x  ِ ِ  ثدد  ظیدددط نددَضت ضاثغدد

 >:  23= قَزتؼطیف هی
 

   
0

1
 

!

k

k

x

d
Y k y x

k dx


 
  

 
  

 

(38)  

ضاثغِ هؼىَؼ تجسیل زیفطاًؿيل Y k ِظیطنَضت ضاثغِ ًيع ث 

 :>23= اؾت

   
1

k

n

y x x Y k




   
 

(39)  

، فَقزض ضٍاثظ  y x ٍ تبثغ انلی )(Y k  ِتبثغ تجسیل یبفت

 تَاى ًتيدِ گطفت:فَق هی ضٍاثظتطويت اظ ّؿتٌس. 

   
0 0

 
!

k k

k
k x

x d
y x y x

k dx



 

 
  

 
   (40)  
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زّس وِ هفَْم تجسیل زیفطاًؿيل اظ ( ًكبى هی40ضاثغِ )

ضٍاثظ  2ثؿظ ؾطی تيلَض اؾترطاج قسُ اؾت. زض خسٍل 

ضٍاثظ هَضز  ضٍـ تجسیل زیفطاًؿيل آهسُ اؾت.هطثَط ثِاؾبؾی 

آهسُ  3ًيبظ ثطای تجسیل زیفطاًؿيل قطایظ هطظی ًيع زض خسٍل 

 اؾت.
 

 .ضٍاثظ اؾبؾی ضٍـ تجسیل زیفطاًؿيل (:2)جدول 
 

تجسیل یبفتِتبثغ  تبثغ انلی  

   y x x      Y k k    

   

 .

y x x

x









       Y k k k    

 
d

y x
dx
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 .ضٍاثظ اؾبؾی تجسیل زیفطاًؿيل قطایظ هطظی (:3)جدول 
 

1X   0X   
قطط  اًتمبل یبفتِ قطط هطظی

 هطظی

 اٍليِ

قطط 

هطظی 

اًتمبل 

 یبفتِ

 قطط هطظی

 اٍليِ
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0
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F k
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ٍ ًيع هؼبزلات حبون ثط حطوت  2-3وبضگيطی ضٍاثظ خسٍلِثب ث

  قًَس:تجسیل هینَضت ضٍاثظ ظیط ثِقطایظ هطظی 
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 (ة -41)
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  (آ -42) 

 
1       

0

* 0
n

i

k W k k


   (ة -42) 
 

)، فَق زض ضٍاثظ k )W  ٍ( )k ِیبفتِتطتيت فطم تجسیلث

( )W  ٍ( )   .(، 42( ٍ )41اظ ضٍاثظ )حبل ّؿتٌس(k)W 

ٍ( )k  قَز.هی زض قطایظ هطظی خبیگصاضیٍ  ٍضزُآزؾتثِضا 

,2 ،همبزیط ثبػٌَاى ًوًَِ ثِ  0     

0.025, 0 ,   0.014s P r    ضٍاثظ اظ اؾتفبزٍُ ثب 

W(k) تبثغ زٍ همبزیط( 42) ٍ( 41)  ٍ( )k، ِاظایث

2,3,...k  ِقَزحبنل هی ظیط نَضتث: 

   12 0.4994W c   

    8 2

23 256.0769 2.1648*10W c     

   22 76.9231c     

    9 2

13 0.3328 6.9474*10c     

1c  ٍ2c،  حبل ثب خبیگصاضی ّؿتٌسهمبزیط ثبثت هدَْل .

 W iٍ i  ( 42)قطایظ هطظی هطثَط ثِ زض هؼبزلات

 :حبنل ذَاّس قس ظیطضاثغِ 

(43)  
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 ،وِ زض ضاثغِ فَق 
1

n

jM ٍ  
2

n

jM ِّبیی ثطحؿت ایچٌسخول

.هحبؾجِ ظیط  نَضت( ث43ِفطم هبتطیؿی هؼبزلِ ) ذَاٌّس ثَز

 قَز:هی

 
 

(44)  

   

   

11 12 1

221 22

0

n n

n n

M M c

cM M

   
   

   

          

 آیس:زؾت هی( ث45ِثٌبثطایي هؼبزلِ همساض ٍیػُ اظ ضاثغِ )

 
 

(45)  

   

   

11 12

21 22

0

n n

n n

M M

M M
   

 ( همبزیط ٍیػ45ُثب حل هؼبزلِ ) n

i  ِس. ٌآیزؾت هیث
 

 
n

i فطوبًؽ عجيؼی  زٌّسًُكبىi ام زض تىطاضn .ام اؾت

 قَز:هكرم هی ٍ همساض ظیط تؼساز تىطاض ثب تَخِ ثِ ضاثغِ

(46  )     1n n

i i  


    

زضًظط گطفتِ قسُ اؾت وِ   =0.0001زض ایي همبلِ 

ثبقس. الگَضیتن هی ضلن اػكبض 4زٌّسُ زلت هحبؾجبت تب ًكبى

زض تَضيح زازُ قسُ هحبؾجبت هغبثك ضٍـ تجسیل زیفطاًؿيل 

  اًس.هحبؾجِ قسًَُقتِ ٍ همبزیط  MATLABافعاض ًطم
 

 بحث و بررسی نتایج  -4

ّبی هطثَط ثِ فطوبًؽ عجيؼی اٍل ٍ زٍم زض ایي ثرف زازُ

 ثطای تحليل اضتؼبقبت آظاز تيط ضرين هسضج تبثؼی چطذبى 

ّبی ٍ ثطای ًؿجتّبی ًطهبل هتفبٍت ثب ؾطػتؾطگيطزاض یه

اؾت. زض ثطضؾی قسُ عَل ثِ ضربهت )ضطیت لاغطی( هرتلف 

 ضطیت ثطـ ثطای تيط تيوَقٌىَ توبهی هحبؾجبت
5

6
k   

زؾت آٍضزى فطوبًؽ عجيؼی پؽ اظ ثِ زضًظط گطفتِ قسُ اؾت.

ثؼس تيط ( همساض فطوبًؽ عجيؼی ثی47ثب اؾتفبزُ اظ ضاثغِ )

 آیس:زؾت هیتبثؼی ثِ هسضج
2

m

m

ρωL
λ  

h E
   

 

(47)  

     ثؼس زض قطایظ هطظی فطوبًؽ عجيؼی اٍل ثیهمبیؿِ 

تغبثك ثؿيبض  5-6ثب هطاخغ زیگط زض خساٍل  ؾطگيطزاضیه

زٌّس. قسُ زض تحميمبت پيكيي ضا ًكبى هیذَثی ثب ًتبیح اضائِ

ّوگطایی ضٍـ تجسیل زیفطاًؿيل ثطای تيط ًيع  2 قىلزض 

,0.2 ثب همبزیط چطذبى 8P    ُاؾت. ًتبیح ثطضؾی قس

حبنل  39 ضلن زلت زض تىطاض 4ثطای فطوبًؽ عجيؼی چْبضم تب 

تط زض تىطاضّبی ّبی عجيؼی پبیييقسُ اؾت ٍ ثطای فطوبًؽ

ّب اظ نَضت وِ ّوگطایی خَاةحبنل قسُ اؾت ثِ ایيووتطی 

ثطای فطوبًؽ عجيؼی اٍل آغبظ قسُ اؾت. ضٍـ حل  33تىطاض 

ٍ ثب زلت هٌبؾت اؾت. ػسزی تجسیل زیفطاًؿيل ضٍقی وبضآهس 

وبض گطفتِ قسُ ٍ ایي ضٍـ ثطای هحبؾجبت زض همبلِ حبضط ثِ

ضٍـ ػسزی  > 20ٍ=ًتبیح ثب ًتبیح حبنل اظ زٍ ضٍـ تحليلی 

     هكبّسُ 5-6 عَضوِ زض خساٍلّوبى همبیؿِ قسُ اؾت. >21=

وِ حل تحليلی > 20=هطخغ  قَز تغبثك ًتبیح همبلِ حبضط ثبهی

ثب زض ثطذی هَاضز هٌبؾت اؾت ٍلی ؿيبض ث ،اؾت ُاضائِ زاز

ٍخَز ذغب زض . ػلت ایي اهط > اذتلاف ٍخَز زاضز21هطخغ =

ٍ حصف  ػلت اؾتفبزُ اظ ضٍـ ػسزیثِ> 21هطخغ =هحبؾجبت 

تطم 
2

2

w
هكرهبت هبزُ ثبقس. خبیی هیِثزض هيساى خب 

ّوگطایی ضوي آًىِ آهسُ اؾت.  4ؾبظًسُ تيط زض خسٍل 

,0ّبی عجيؼی تيط چطذبى زضحبلت  فطوبًؽ 8P    زض

 اضائِ قسُ اؾت.  7خسٍل 
 

 

 .>20ی تيط هسضج تبثؼی =هكرهبت هَاز ؾبظًسُ (:4)جدول 

 

 آلومینا

(Al2O3) 

 ویژگی واحذ آلومینیوم

380 70 GPa E  
3800 2700 Kg/m3   

23/0 23/0 -   
 

ثؼس زض قطایظ هطظی فطوبًؽ عجيؼی ثی همبیؿِ(: 5)جدول 

 .>20=هطخغ ثب  گيطزاض ؾطیه
 

/ ًؿجت عَل ثِ لغط 100L h   / 30L h   / 10L h   

 9858/0 9922/0 9930/0 حبضط همبلِ

 996/0 003/1 003/1 >20هطخغ =

 0346/1 0884/1 0070/1 زضنس اذتلاف
 

ثؼس زض قطایظ همبیؿِ فطوبًؽ عجيؼی اٍل ثی(: 6)جدول 

/ٍ  گيطزاضؾطیههطظی  5L h  = 21ثب هطخغ<. 
 

هطخغ  زضنس اذتلاف

=21< 

همبلِ 

 حبضط

 خعء قبذم

 (P)حدوی

01584/0  8947/1  8944/1  0 

72537/0  7655/1  7784/1  2/0  

41018/3  6173/1  6744/1  5/0  

95269/7  4630/1  5894/1  1 

37950/6  2239/1  3073/1  10 

59572/0  9845/1  9904/0  فلس 
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 57                                                                                          ...تحليل اضتؼبقبت آظاز تيط ضرين زٍاض ثب ضیع ؾبذتبض هسضج تبثؼی ثطاؾبؼ

 

8های طبیعی تیر چرخانهمگرایی فرکانس(: 7) جدول , 

0P . 
 

n 1λ λ2 3λ 4λ 

27 10155.1828 29892.8372 60694.3467 96075.3322 

28 10154.4537 29893.2335 60694.4881 96074.6120 

29 10154.7217 29893.0206 60694.4353 96074.3265 

30 10154.6322 29893.1240 60694.4464 96074.3081 

31 10154.6592 29893.0781 60694.4472 96074.2361 

32 10154.6523 29893.0965 60694.4464 96074.2459 

33 10154.6536 29893.0891 60694.4478 96074.2362 

34 10154.6536 29893.0917 60694.4473 96074.2384 

35 10154.6534 29893.0907 60694.4476 96074.2374 

36 10154.6535 29893.0911 60694.4475 96074.2377 

37 10154.6535 29893.0909 60694.4476 96074.2376 

38 10154.6535 29893.0910 60694.4476 96074.2376 
 

 
 تيط چطذبى عجيؼی اٍل ّوگطایی فطوبًؽ :(2ضکل )

0, 8P  . 

ثب  تبثؼی هسضج چطذبى تيط عجيؼی ًيع فطوبًؽ 8زض خسٍل    

اضائِ قسُ هرتلف  ّبی زٍضاًیؾطػت ٍ حدوی خعء ّبیقبذم

یبثين وِ ثب افعایف زض هی 8ّبی خسٍل ثب تَخِ ثِ زازُ اؾت.

قبذم خعء حدوی هبزُ هسضج تبثؼی فطوبًؽ عجيؼی وبّف 

0P یبثس، ثب تَخِ ثِ ایٌىِ زضهی  تيط اظ خٌؽ ؾطاهيه ٍ  

زاًين وِ افعایف ضٍز هیؾوت فلع هی( هبزُ ثِ P→∞ زض )

قَز وبّف هسٍل الاؾتيؿيتِ ٍ نلجيت ذوكی هیًوبیِ ثبػث 

قَز ٍ ثب وبّف ؾرتی هبزُ ٍ زض ٍالغ تيط اًؼغبف پصیط هی

ًيع گَیبی  3-4ّبی قىل یبثس.فطوبًؽ عجيؼی آى وبّف هی

 ّويي ضًٍس اؾت. 

ػلاٍُ هكرم اؾت وِ قيت ًوَزاض ثب افعایف قبذم ثِ

ثب تغييط قبذم  η ،5;L/h=2یبثس. زض خعء حدوی وبّف هی

% 5، 1000ثِ  100ٍ اظ % 53/24، 2ثِ  2/0خعء حدوی اظ 

ّوچٌيي ثب افعایف  قَز.وبّف زض فطوبًؽ عجيؼی هكبّسُ هی

ؾطػت ًطهبل عَلِ زٍاض فطوبًؽ عجيؼی اٍل تب ؾَم تيط هسضج 

ػٌَاى ًوًَِ ثب افعایف ؾطػت چطذف یبثس. ثِتبثؼی افعایف هی

اٍل تب  ّبی عجيؼیض فطوبًؽز =2Pزض 4ثِ  2عَلِ زٍاض اظ 

% افعایف زض فطوبًؽ عجيؼی 3.2% ٍ 7.8%، 35تطتيت ؾَم ثِ

ؾِ فطوبًؽ عجيؼی غييطات ًيع ت 5قىل زض قَز. هكبّسُ هی

 ًكبى زازُ قسُ اؾت. ثؼسثی ؾطػتاٍل تيط ثب 
 

 

/ هتفبٍت، حدوی خعء ّبیقبذم ٍ ّبؾطػت زض تبثؼی هسضج چطذبى تيط عجيؼی فطوبًؽ (:8)جدول  10L h . 
0 فطوبًؽ عجيؼی قبذم خعء حدوی    2  4  6  8  

0 λ1 1/9381 2/2815 3/0801 4/0570 5/0980 

 λ2 11/6155 11/9408 12/8669 14/2743 16/0314 

 λ3 30/5505 30/8865 31/8701 33/4349 35/4915 

2/0 λ1 1/8183 2/1405 2/8896 3/8061 4/7829 

 λ2 10/9114 11/2163 12/0844 13/4039 15/0516 

 λ3 28/7438 29/0582 29/9784 31/4429 33/3684 

5/0 λ1 1/7118 2/0151 2/7204 3/5832 4/5028 

 λ2 10/2747 10/5617 11/3787 12/6208 14/1718 

 λ3 27/0743 27/3701 28/236 29/6140 31/4259 

1 λ1 1/6263 1/9145 2/5846 3/4043 4/2779 

 λ2 9/7468 10/0198 10/7969 11/9779 13/4523 

 λ3 25/6356 25/9176 26/7429 28/0559 29/7817 

2 λ1 1/5589 1/8353 2/4779 3/2636 4/1008 

 λ2 9/3053 9/5680 10/3153 11/4502 12/8662 

 λ3 24/3533 24/6263 25/4249 26/6944 28/3609 

5 λ1 1/4577 1/7165 2/3176 3.1245 3/8348 

10154.4

10154.5

10154.6

10154.7

10154.8

10154.9

10155

10155.1

10155.2

10155.3

25 30 35 40

λ 

n 
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 λ2 8/6492 8/8962 9/5987 10/6646 11/9929 

 λ3 22/474 22/7334 23/4913 24/6945 26/2714 

10 λ1 1/3454 1/5843 2/1392 2/8173 3/5396 

 λ2 7/9766 8/2049 8/8539 9/8384 11/0652 

 λ3 20/7062 20/9461 21/6475 22/7605 24/2188 

50 λ1 1/1162 1/3142 1/7744 2/3370 2/9364 

 λ2 6/6589 6/8472 7/3828 8/1960 9/2106 

 λ3 17/4142 17/6101 18/1832 19/0941 20/2897 

100 λ1 1/0662 1/2552 1/6947 2/2321 2/8047 

 λ2 6/3735 6/5530 7/0636 7/8393 8/8073 

 λ3 16/7097 17/5121 17/4405 18/3065 19/4438 

 λ1 1/0137 1/1934 1/6111 2/1220 2/6666 فلع

 λ2 6/0738 6/2442 6/7286 7/4649 8/3841 

 λ3 15/9694 16/1453 16/6601 17/4791 18/5555 
 

 

 
تغييطات فطوبًؽ عجيؼی اٍل ثب تغييطات ًوبیِ هبزُ  :(3) ضکل

/ّبی هرتلف هسضج تبثؼی هسل تَاًی زض ؾطػت 10L h . 
 

 

 
تغييطات فطوبًؽ عجيؼی اٍل ثب تغييطات ًوبیِ هبزُ  :(4) ضکل

/ّبی هرتلف، هسضج تبثؼی هسل تَاًی زض ؾطػت 20L h  . 
 

 

طوبًؽ عجيؼی ثی ثؼس تيط هسضج تبثؼی هسل تَاًی زض قطایظ ف

 9ثطای ضطایت لاغطی هرتلف زض خسٍل  گيطزاضؾطیههطظی 

 9آهسُ اظ خسٍل زؾتّبی ثِاضائِ قسُ اؾت. ثب تَخِ ثِ زازُ

قَز ثب افعایف ضطیت لاغطی فطوبًؽ عجيؼی تيط هكبّسُ هی

تط )تيط ثب عَل یبثس وِ ایي تغييط ثيي ضطایت وَچهافعایف هی

تط اظ تغييط ثيي ضطایت تط( هحؿَؼتط ٍ ضربهت ثيفون

 6 قىلتط( اؾت. تط )تيط ثب عَل ثيكتط ٍ ضربهت ونثعضي

قَز ثب ًكبى زٌّسُ ایي تغييطات اؾت ٍ ّوبًغَض هكبّسُ هی

ِ عَضوّوبى یبثس.افعایف ضطیت لاغطی قيت ًوَزاض وبّف هی

ًيع هكرم اؾت ضًٍس تغييطات فطوبًؽ اٍل ٍ  7 قىلزض 

ّبی ّبی ثبلاتط هكبثِ اؾت ٍلی قيت ًوَزاض فطوبًؽفطوبًؽ

زٍم ٍ ؾَم اظ فطوبًؽ اٍل ثيكتط اؾت ٍ زضنس تغييطات 

تأثيط  8 قىلٍ  11فطوبًؽ عجيؼی زٍم ثيكتط اؾت. زض خسٍل 

قؼبع ّبة ثط ضفتبض اضتؼبقی ٍ فطوبًؽ عجيؼی تيط هسضج تبثؼی 

ّب هكرم اؾت وِ اؾت. ثب اؾتفبزُ اظ ایي زازُ ثطضؾی قسُ

یبثس. افعایف قؼبع ّبة فطوبًؽ عجيؼی تيط ًيع افعایف هی

زّس ٍ ثبػث تغييط زض ضطیت لاغطی ٌّسؾِ تيط ضا تغييط هی

 قَز. قىل هس هی

 
 

 
 تغييطات فطوبًؽ عجيؼی اٍل تب ؾَم ثب ؾطػت :(5) ضکل

/زٍاض،  تيط ثؼسثی 10, 0.5L h P  . 
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 59                                                                                          ...زٍاض ثب ضیع ؾبذتبض هسضج تبثؼی ثطاؾبؼتحليل اضتؼبقبت آظاز تيط ضرين 

 

 
تغييطات فطوبًؽ عجيؼی اٍل ثطحؿت ضطیت  :(6) ضکل

 .لاغطی
 

 

تغييطات فطوبًؽ عجيؼی اٍل تب ؾَم ثب ضطیت  :(7) ضکل

,8لاغطی،  2P   . 

 
8 ثطای ضطایت لاغطی هرتلف، ؾطگيطزاضیهفطوبًؽ عجيؼی ثی ثؼس تيط هسضج تبثؼی هسل تَاًی زض قطایظ هطظی  (:9) جدول  . 

 L/h = 5 L/h=10 L/h=20 L/h =30 L/h =50 L/h=100 فطوبًؽ عجيؼی قبذم خعء حدوی

0 λ1 4/9877 5/098 5/1312 5/1377 5/1410 5/1424 

 λ2 14/6826 16/0314 16/4938 16/5877 16/6369 16/6578 

 λ3 29/8114 35/4915 38/0107 38/5744 38/8779 39/0092 

2/0 λ1 4/6815 4/7829 4/8132 4/8191 4/8222 4/8235 

 λ2 13/8066 15/0516 15/475 15/5607 15/6056 15/6247 

 λ3 28/0963 33/3684 35/6797 36/1944 36/4711 36/5907 

5/0 λ1 4/4077 4/5028 4/5312 4/5367 4/5396 4/5408 

 λ2 13/0029 14/1718 14/5688 14/6491 14/6911 14/709 

 λ3 26/4718 31/4259 33/593 34/0752 34/3344 34/4464 

1 λ1 4/1853 4/2779 4/3057 4/3111 4/3139 4/3151 

 λ2 12/4432 13/4523 13/8403 13/9191 13/9603 13/978 

 λ3 25/0154 29/7817 31/8956 32/3686 32/6233 32/7335 

2 λ1 4/0066 4/1008 4/1296 4/1353 4/1382 4/1395 

 λ2 11/7309 12/8662 13/2655 13/3473 13/3902 13/4086 

 λ3 23/6558 28/3609 30/525 31/0167 31/2827 31/3980 

5 λ1 3/7400 3/8348 3/8648 3/8707 3/8738 3/8751 

 λ2 10/8707 11/9929 12/4027 12/4877 12/5325 12/5517 

 λ3 21/7191 26/2714 28/476 28/9882 29/2671 29/3884 

10 λ1 3/4514 3/5396 3/5676 3/5731 3/5760 3/5772 

 λ2 10/0238 11/0652 11/4476 11/527 11/5689 11/5868 

 λ3 20/003 24/2188 26/2751 26/7543 27/0154 27/129 

50 λ1 2/8686 2/9364 2/9573 2/9614 2/9635 2/9644 

 λ2 8/3948 9/2106 9/4988 9/5579 9/5889 9/6022 

 λ3 16/9114 20/2897 21/8525 22/2084 22/4011 22/4846 

100 λ1 2/7417 2/8047 2/8239 2/8277 2/8296 2/8304 

 λ2 8/0442 8/8073 9/0734 9/1277 9/1562 9/1684 

 λ3 16/2600 19/4438 20/8899 21/2166 21/3931 21/4696 

 λ1 2/6086 2/6666 2/6840 2/6874 2/6892 2/6899 فلع

 λ2 7/6763 8/3841 8/6272 8/6766 8/7024 8/7135 

 λ3 15/578 18/5555 19/8796 20/1762 20/3359 20/4051 
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,0 ،تغییرات فرکانس طبیعی با تغییرات شعاع طوقه دوار (:11) جدول 2,L/ h 10P   .  

0.12 
 

0.1   0.08   0.06 
 

0.04 
 

0.02 
 

0   عجيؼی فطوبًؽ  

2.3314 2.3231 2.3149 2/3066 2/2983 2/2899 2/2815 λ1 

11.9925 11.9839 11.9753 9667/11  11/9581 11/9495 11/9408 λ2 

309432 30.9338 30.9243 9149/30  30/9054 30/896 30/8865 3λ  

 

 
تغييطات فطوبًؽ عجيؼی اٍل ثب تغييطات قؼبع  :(8ضکل )

,0، زٍاض عَلِ 2,L/ h 10P   . 

 

 
   هطظی قطایظ هس قىل ثط لاغطی ضطیت تأثيط :(9ضکل )

 .اٍل هس قىل –گيطزاضؾطیه

 

قىل هس اٍل ٍ زٍم ثطای زٍ همساض ًيع  9-11ّبی زض قىل

تطؾين قسُ اؾت. ثطای ًوبیف ثْتط  20ٍ  5ضطیت لاغطی 

تغييط، قىل هس هطثَط ثِ ّط زٍ ضطیت لاغطی زض یه قىل 

 اؾت. ضؾن قسُ

 

  
قطایظ  تأثيط ضطیت لاغطی ثط قىل هس زٍم زض :(11ضکل )

 .گيطزاضؾطهطظی یه
 

 گیرینتیجه -5

ضفتبض اضتؼبقی تيط هسضج تبثؼی زٍاض ثب اؾتفبزُ اظ  ،زض ایي همبلِ

ضٍـ ػسزی تجسیل زیفطاًؿيل ٍ ثطاؾبؼ تئَضی تيوَقٌىَ 

ؾبظی هبزُ هسضج تبثؼی هَضز ثطضؾی لطاض گطفتِ اؾت. ثطای هسل

ّبی هرتلف ثيط پبضاهتطأاظ هسل تَاًی اؾتفبزُ قسُ اؾت. ت

حدوی هبزُ هسضج تبثؼی، ضطیت لاغطی، قبهل قبذم خعء 

ؾطػت زٍضاًی ّبة ٍ قؼبع ّبة ثط ضٍی فطوبًؽ عجيؼی اٍل تب 

آهسُ اظ زؾتًتبیح ثِ ؾَم تيطهسضج تبثؼی ثطضؾی قسُ اؾت.

زّس ضٍـ تجسیل زثفطاًؿيل، ضٍـ ثؿيبض ایي تحميك ًكبى هی

زؾت ثبقس. اظ ًتبیح ثِهٌبؾجی ثطای حل هؿبئل همساض ٍیػُ هی

یبثين وِ ثب تغييط ثطای تغييطات قبذم خعء حدوی زض هی آهسُ

نَضت تَاى همبزیط فطوبًؽ عجيؼی ضا ثِزازى ایي پبضاهتط هی

نَضت وِ ثب وبّف ؾْن هبزُ ثب هسٍل زلرَاُ تغييط زاز ثِ ایي

   ( فطوبًؽ عجيؼی وبّف Pتط )الاؾتيؿيتِ پبیيي

ضطیت لاغطی تب همساض تمطیجی یبثس. ثب افعایف هی

(/ 30L h ِعَض هحؿَؾی افعایف ( فطوبًؽ عجيؼی ث  

ؾوت همساض ثبثتی ّوگطا تط ثِتسضیح ثب افعایف ثيفیبثس ٍ ثِهی

قؼبع زٍضاى تأثيط هحؿَؾی ضٍی فطوبًؽ عجيؼی  .قَزهی

ي تطیوٌس. هؤثطًساضز ٍ تغييطات نؼَزی ثب قيت ون ایدبز هی
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 61                                                                                          ...ثطاؾبؼتحليل اضتؼبقبت آظاز تيط ضرين زٍاض ثب ضیع ؾبذتبض هسضج تبثؼی 

 

پبضاهتط ثط تغييطات فطوبًؽ عجيؼی تيط هسضج تبثؼی زٍاض، 

تغييطات ؾطػت عَلِ زٍاض اؾت وِ ثب افعایف ؾطػت قيت 

تط اؾت. ّب ثيفتغييطات فطوبًؽ عجيؼی ًؿجت ثِ ؾبیط پبضاهتط

تطتيت زض ّبی ثطضؾی قسُ قيت تغييطات ثِزض ّوِ پبضاهتط

 .تط ٍ زض فطوبًؽ ؾَم ثيكتط اؾتفطوبًؽ اٍل ون
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