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 هدفمند همسانگرد عرضی طبق رابطه ( و در ماده37) رابطه

 باشد:( می31)
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 حاکم بر ورقمعادلات  -3

ن معادلات حرکت ورق مستطيلی، از دست آوردبرای به

استفاده شكل زیر بهمعادلات کلی حرکت در دستگاه دکارتی 

 شود:می

(34) ,i j j i ib u    

،که در آن
i j های تانسور تنش،  مؤلفه  چگالی ورق و

ib 

منظور باشند. به ای بردار نيروهای حجمی ورق میه مؤلفه

یابی به معادلات حاکم، از اصل کار مجازی استفاده دست

شود. ميدان جابجایی مجازی می
i  و ضرب داخلی آن در

 گيری روی حجم ورق، خواهيم داشت: ( و با انتگرال34معادله )

(35)                         
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باشد. با فرض  ميانی ورق می  مساحت صفحه A در آن، که

را بتوان به  zاز  iکه تابعيت ميدان جابجایی مجازی  این

 لژاندر نوشت، داریم: ای های جمله صورت چند

(31) 
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روابط ( و همچنين استفاده از 35( در )31)  دادن معادلهو با قرار

 م:( داری۸( و )5)
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 a( برای تمامی مقادیر 3۸همچنين از آنجا که معادله )

برقرار است، معادلات حرکت بر ورق با استفاده از اصل کار 

دست همجازی در تئوری تغيير شكل برشی و عمودی ورق، ب

 آید:می
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در بررسی ارتعاشات اجباری ورق، از نيروی حجمی در مقابل 

نيروی عرضی وارد بر ورق صرف نظر شده است، و شرایط مرزی 

 شود:صورت زیر در نظر گرفته میبالا و پایين ورق به در

(72) 
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صورت زیر ( به33( معادلات )72با توجه به روابط ) ،بنابراین

 شوند:ساده می
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منظور حل این معادلات، لازم است با استفاده از معادلات به

روابط را برای ماده هدفمند نوشته و تمام  (،32(، )33(، )32)

بجایی بيان کرد. در ی ميدان جاها ها را برحسب مؤلفهکرنش

ورق دست آمده، معادلات حرکت صورت، به معادلات بهاین

 شود.گفته می

ورق  اجباریبا فرض جواب هارمونيك برای ارتعاشات      

  مستطيلی، داریم:
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 باباشد. فرکانس تحریك ارتعاشات ورق می extکه در آن، 

,بجایی جدید )این فرض، ميدان جا 
a aW V)  تنها تابع

 ( بر73شوند. با بازنویسی معادلات )ای میصفحهمختصات درون

بجایی و با فرض جواب هارمونيك برای های جا حسب مؤلفه

ورق  اجباریارتعاشات  بر حاکممعادلات ورق،  اجباریارتعاشات 

تابعيت  در این معادلات. آیند دست می بهمستطيلی هدفمند 

به فرم  جایی جدید حذف شده و در مقابل،جاباز ميدان  زمان

حل این  منظور به(. 1شوند )پيوست  تبدیل می ناهمگنمسئله 

 شود.معادلات، از شرایط مرزی مكانيكی ورق کمك گرفته می
 

 ناویرحل  -4

ورق  منظور حل معادلات حاکم، شرایط مرزی روی چهار لبه به

 شود:صورت زیر نوشته میبه
 

(71) 21 11 110 , 0, 0, 0,a aaW M M on x l    

22 12 20 , 0, 0, 2 0,a aaW M M on x l    
بجایی جدید را جا (، ميدان71مرزی )بنابراین، با توجه به شرط 

 توان نوشت:صورت زیر میبه
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      عداد جملات موجود در سری ت nو  mها، در این سری 

 باشد. می

و باز  1حاکم در پيوست ( در معادلات 74با قرار دادن روابط )

دست به 2کردن معادلات، معادلات حاکم ناهمگن در پيوست 

 . آیند می

 

 هادست آوردن تنشبه -۵

 ( داریم:33) با استفاده از رابطه
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جایی و با بهای جا ( برحسب مؤلفه75ویسی معادلات )با بازن

      صورت زیر ها بهتنش ،و حل ناویرفرض جواب هارمونيك 

 آیند:دست میبه
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توان از می 2در پيوست  همگنعادلات نابرای حل دستگاه م

همگن استفاده  های دیگر حل معادلات ناروش کرامر یا روش

مجهولات و کرد 
2 1, ,amn amn amnW V V دست آورد، و در را به

دست به (71) ابطههای مجهول را با استفاده از ر نهایت تنش

تعداد معادلات  Kاز مرتبه  تئوریشود برای هر دیده میآورد. 

 3 1K  باشد. می 

 

 بحث و نتایج عددی -۶

          هدفمند  دست آوردن نتایج عددی از دو مادهبرای به

اول )ماده هدفمند  سراميك استفاده شده است. ماده-فلز

ماده ) دوم ترکيب آلومينيوم و آلومينا و ماده (همسانگرد

باشد. مند همسانگرد عرضی( ترکيب آلومينا و تيتانيوم میهدف

صورت توانی در نظر گرفته شده است. به توزیع فلز و سراميك
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گيرد. فلز در سطح پایين و سراميك در سطح بالا قرار می

  آمده است. 1این مواد در جدول خصوصيات فيزیكی و مكانيكی 

صفر شود و در ارتعاشات اجباری وقتی فرکانس طبيعی ورق 

گرفته نشود نتایج آناليز استاتيكی ورق  تابعيت زمان در نظر

که تاکنون نتایج عددی شود. بنابراین با توجه به اینحاصل می

های مستطيلی برای ارتعاشات اجباری حالت ماندگار ورق

ساخته شده از مواد هدفمند همسانگرد و همسانگرد عرضی 

تنها به مقایسه نتایج تایج برای بررسی صحت نارائه نشده است، 

اکتفا  [2و33جع ]اربعدی مسه حاصل از تئوری الاستيسيته

  (.2ل )جدو  شودمی

( و 72بعد )های بیبرای بار هارمونيك از پارامتر مقالهدر این     

شود )فقط در این  رو به پایين مثبت در نظر گرفته می zمحور 

حالات محور  اینگونه فرض شده است در بقيه  zحالت محور

z )برای بار یكنواخت عرضی از  و رو به بالا مثبت است

شده است با این تفاوت که در  استفاده (7۸بعد )بیپارامترهای 

، از Eجای بار یكنواخت برای ماده هدفمند همسانگرد به
ME 

و برای ماده هدفمند همسانگرد عرضی از  11Mc  استفاده

شده است در هر دو بارگذاری از مدل توانی استفاده شده است 

به  Nکردن پارامتر شود. با ميلو بار به سطح بالای ورق وارد می

تيب ورق همگن از جنس سراميك تر-نهایت، بهسمت صفر و بی

 آید.دست میو فلز به
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صورت تابع تغييرات خواص در جهت ضخامت به در این مقایسه

 ی زیر در نظر گرفته شده است:نمای

(73)  1 12

h z

L L

ij ijC C e

 
  

   

های حاضر، نتایج جدیدی برای  دادن صحت تحليلپس از نشان

    بيان رفتار ارتعاشی ورق ارائه گردیده است. مقادیر پارامتر 

 های مختلف مادهبرای توان هاجاییها و جابهبعد تنشبی

ی مختلف طول مشخصه به هاهدفمند همسانگرد و نسبت

با  سينوسی )هارمونيك( و تحت بار یكنواختضخامت تحت بار 

ه آورده شد تا پنجم برشی و قائم اول استفاده از تئوری مرتبه

گيرد قرار می ورق تحت بار هارمونيك عرضیوقتی . است
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 :صورت زیر نوشتبهتوان را می
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اگر بار یكنواخت 
0( , )q x y q  33به ورق وارد شود  را

 صورت زیر نوشت:بهتوان می
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q
q

mn
 

2 
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(13) 

  0

33 2
1,3,.. 1,3,..

0

33

16
( , , , ) , , sin sin

2

1

( , , , ) 0
2

exti t

m n

qh x y
x y t q x y t e

a bmn

q

h
x y t

 






 

 

  



 

 
 

بعد تنش و دادن همگرایی مقادیر پارامترهای بیبرای نشان

و  Nدر یك  هدفمند همسانگرد برای ورق مربعی ا،ه جابجایی

1

h
l

 آورده شده است. 3 جدولدر ص تحت بار هارمونيك خا 

ext   فرکانس کاری و
N ترین فرکانس طبيعی  کوچك  

مقادیر  .شده است استفاده ]71[مرجع که از نتایج  باشدمی

 های مختلف مادهبرای توان هاها و جابجاییبعد تنشپارامتر بی

های مختلف طول مشخصه به هدفمند همسانگرد و نسبت

 قائماول، تا پنجم برشی و  با استفاده از تئوری مرتبه ضخامت

 آمده است.  ۵ و 4 هایولدر جدتحت بار یكنواخت 

های  برای توان هابجاییها و جابعد تنشامتر بیارمقادیر پ    

های مختلف هدفمند همسانگرد عرضی و نسبت  مختلف ماده

با استفاده از  0qیكنواخت  طول مشخصه به ضخامت تحت بار

 ۷و  ۶ هایولجددر  قائماول تا پنجم برشی و  تئوری مرتبه

 آمده است. 

های  شود، در نسبت مشاهده می هاولجد ردطورکه همان   

ضخامت به طول خيلی کم )ورق نازک و خيلی نازک( نتایج از 

شوند و جواب دقيق حاصل  تئوری مرتبه سوم به بعد ثابت می

برای ولی  های بالاتر نيست به نوشتن مرتبهشود و نياز  می

های های ضخيم هرچه مرتبه تئوری بالاتر برود جواب ورق

شود که با ملاحظه می ،همچنين شود.یتر حاصل مدقيق

قدر هدفمند و نزدیك شدن به سطح فلزی  افزایش توان ماده

w مطلق
  ،  x 

xy و   و  افزایشxz   دنیابمیکاهش، 

w قدرمطلق رقو با افزایش ضخامت ،همچنين
  ،x  و xz  

 یابند.کاهش می

      و جابجایی  عرضی بجاییجابعد بی مترتغييرات پارا    

در راستای ضخامت، برای نسبت ضخامت به ای صفحهدرون

 هایدر شكلفمند هد/. برای ورق مربعی 5/. و 3طول مشخصه 

که ملاحظه گونههمان است. ارائه شدهتحت بار یكنواخت  ۵-2

   که نسبت ضخامت به طول کم است، در در حالتی شودمی

جایی عرضی در بهبعد جاهای تحریك پارامتر بیفرکانس همه

تغييرات و  ماند باقی میراستای ضخامت تقریباً یكنواخت 

که صورتی، درباشدصورت خطی میای بهصفحهدرون جابجایی

در بجایی عرضی جایابد وقتی ضخامت به طول افزایش می

          و جابجایی یكنواخت نيستراستای ضخامت دیگر 

 ،همچنين .دکنصورت خطی تغيير نمیای بهصفحهدرون

ه فرکانس طبيعی وقتی فرکانس تحریك بگردد که ملاحظه می

      بعد جابجایی افزایش ای بیهپارامتر شودورق نزدیك می

یابند و وقتی که فرکانس تحریك خيلی نزدیك به فرکانس می

ها دهد و دامنه جابجاییتشدید رخ می طبيعی شود پدیده

تر شود مقدار هدفمند کم هرچه توان ماده .شوندمیخيلی زیاد 

 ،شود همچنين تر میتر و یكنواختخيز در راستای ضخامت کم

    تر تر شده و خطیای کمصفحهجایی درونرنج تغييرات جاب

شود در تر می که به سطح سراميكی نزدیكدليل اینبه ،شوندمی

دیگر چون در از طرف  .شودتر مینتيجه سختی ورق بيش

های طبيعی ورق همسانگرد در مقایسه با حالت کلی فرکانس

، به این ]71[ استتر ورق همسانگرد عرضی مشابه، اندکی بيش

 تر از ورقدليل که ثوابت سختی ورق هدفمند همسانگرد بيش

های ورق بجاییباشد، بنابراین جاهمسانگرد عرضی می هدفمند

همسانگرد عرضی  هدفمندتر از ورق همسانگرد کمهدفمند 

 (.3باشد )شكل مشابه می

ها در راستای ضخامت برای بعد تنشهای بیتغييرات پارامتر    

در  رق مربعی برای ماده همگن سراميك همسانگرد عرضیو

در نسبت ضخامت به طول کم  آورده شده است. ۶-۹های شكل

ای صفحههای درونای در مقابل تنشصفحههای بيرونتنش

شود ها ملاحظه میطورکه در شكلقابل اغماض هستند، همان

xy ، x   هستند و  تربيشدر مرزهاyz ،  در هر دو مرز صفر

zzو  دباشمی ، باشد.در مرز پایين صفر و در مرز بالا یك می 

xyدر حالت کلی   ،x  باشد در دیگر میرفتارشان عكس یك

که یكی از این دو تنش تحت کشش باشد تنش دیگر  مرزی

xyباشد و بالعكس )تنشتحت فشار می   در بالای ورق       

xصورت کششی و به  باشد(. صورت فشاری میبه 

           های بعد تنشهای بیتغييرات پارامتر 1۱شكل     

ای در راستای ضخامت برای ورق مربعی همگن صفحهدرون

طورکه همان دهد.همسانگرد و همسانگرد عرضی را نشان می

ای ماده صفحههای درونمقدار تنشگردد ملاحظه می

    باشد. در تر از ماده همسانگرد میهمسانگرد عرضی بيش

صورت ای بهصفحههای درونهای همگن ضخيم تنشورق



 23 ...                                                                                             بر اساس ضخيم مستطيلی هدفمند  ورق اجباریتحليل ارتعاشات 

   های تنش های مكانيكیی بارگذاریبرا غيرخطی هستند.

ای در یك ورق همگن )همسانگرد و همسانگرد صفحهدرون

باشند و با افزایش توان ميانی ورق صفر می عرضی( در صفحه

ی غير از  اای، در صفحهصفحههای درونهدفمند تنش ماده

 .ميانی ورق نزدیك صفر هستند صفحه

های بعد تنشهای بیامترتغييرات پار 12و  11 هایشكل    

در راستای ضخامت را برای ورق  هاای و جابجاییصفحهدرون

توجه با  دهند.هدفمند همسانگرد و همسانگرد عرضی نشان می

xای  صفحههای درون مقدار تنش توان گفتمی 11شكل  به  ،

xy 

مسانگرد با هر نسبت ابعادی و با در یك ورق هدفمند ه 

5Nهدفمند  توان ماده  نزدیك    در صفحه

      را  توان صفحه  صفر هستند، بنابراین می

 شكلخنثی ورق دانست. همچنين با توجه به   عنوان رویهبه

xی ا صفحههای درون مقدار تنش توان گفتمی( 37)  ،xy 

 
در یك ورق هدفمند همسانگرد عرضی با هر نسبت ابعادی و با 

5Nهدفمند  توان ماده  نزدیك    در صفحه

      را  توان صفحه  صفر هستند، بنابراین می

 خنثی ورق دانست.  عنوان رویهبه

در را  هابعد جابجاییهای بیتغييرات پارامتر 13 شكل    

1های مختلف ت برای نسبتراستای ضخام

2

l
l  برای ورق

   طورکه مشاهده دهد. همانهدفمند همسانگرد را نشان می

بعد جابجایی نسبت کمتر شود، پارامتر بیاین گردد هرچه می

ای در راستای صفحههای درونرنج تغييرات جابجایی عرضی و

 شود.تر میضخامت بيش
 

z/h

w
*
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
ext
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
ext
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
ext
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N

 
عرضی در راستای  بعد جابجاییبی تغييرات پارامتر(: 2شکل )

ضخامت برای ورق مربعی برای ماده هدفمند همسانگرد در 

0.1N  ،
1

0.1
h

l
. 

z/h

w
*

-0.5 -0.25 0 0.25 0.5
-0.8

-0.7

-0.6

-0.5

-0.4

-0.3

-0.2

N=0

N=0.1

N=1

 
در  بجایی عرضیبعد جارات پارامتر بیتغيي الف(: -3شکل )

های مختلف ماده هدفمند راستای ضخامت برای توان

0.8extهمسانگرد، برای ورق مربعی،  N  ،
1

0.5
h

l
. 

z/h

w
*

-0.5 -0.25 0 0.25 0.5

-1.6

-1.5

-1.4

-1.3

-1.2

-1.1

-1

-0.9

N=0

N=0.1

N=1

 

در  بجایی عرضیبعد جاتغييرات پارامتر بی ب(: -3شکل )

هدفمند همسانگرد  های مختلف مادهراستای ضخامت برای توان

0.8extعرضی، ورق مربعی،  N  ،
1

0.5
h

l
. 

z/h

u
*

-0.5 -0.25 0 0.25 0.5

-2

-1.5

-1

-0.5

0

0.5

1

1.5 
ext

=0


ext

=0.3 
N


ext

=0.8 
N

 
ای در صفحهدرون بعد جابجاییبی تغييرات پارامتر(: 4شکل )

راستای ضخامت برای ورق مربعی برای ماده هدفمند همسانگرد 

0.1Nدر   ،
1

0.1
h

l
. 
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 .[73خصوصيات ماده هدفمند همسانگرد )ایزوتروپ( ] (:الف -1) جدول

ν ρ(Kg/m
3
) E(Gpa) مواد 

   آلومينيوم 

   آلومينا 

تيتانيوم 

 .[3۸عرضی ]خصوصيات ماده هدفمند همسانگرد  ب(: -1) جدول

مدول الاستيسيته  چگالی 9 210 ( )Nm  مواد 

ρ(Kg/m3) 
55c  

33c  
13c  

12c  
11c   

      آلومينا 

      تيتانيوم 

 

تحت بار یكنواخت در همسانگرد  جایی برای ورق مربعیبعد تنش و جابپارامترهای بی همقایس :(2) جدول

1

0.15h
l
،0ext   33[ و ]2[پنجم با مرجع  مرتبه قائمتئوری برشی و  فاده ازبا است[. 

m N مدل w  

x


 


xz
 



xy


 
 نتایج حاضر     

  ]33[    




]2[    




 نتایج حاضر   

  ]33[    




]2[    




 نتایج حاضر   

  ]33[    




]2[    




 نتایج حاضر   

  ]33[    




]2[    




 نتایج حاضر   

  ]33[    




]2[    




 نتایج حاضر   

  ]33[    

  ]2[     
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با نسبت ضخامت به طول مشخصه  آلومينا )هدفمند همسانگرد( –برای ورق مربعی آلومينيوم  بعد: مقادیر پارامترهای بی(3) جدول

1

0.2h
l
 5) های مرتبه اول تا پنجم برشی و قائم با تئوریN ،0.8(، تحت بار سينوسی
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K=       

K=       

K=       

K=       

K=       

 

 های مختلف مادهآلومينا با توان –جایی برای ورق مربعی از جنس آلومينيوم بعد تنش و جابهای بی: مقادیر پارامتر(4) جدول

1یكنواخت در  هدفمند همسانگرد تحت بار 10
l

h
،0.8

ext N
  ی اول تا پنجم. تئوری برشی و قائم مرتبه اده ازبا استف 

K N w  

x
 xz 

 xy 

 
K=     

     

K=     

     

K=     

     

K=     

     

K=     

     

 های مختلف مادهآلومينا با توان –جایی برای ورق مربعی از جنس آلومينيوم بعد تنش و جاب: مقادیر پارامترهای بی(۵جدول )

1یكنواخت در  ند همسانگرد تحت بارهدفم 2
l

h
 ،0.8

ext N
  اول تا پنجم. تئوری برشی و قائم مرتبه با استفاده از 

K N w  

x
 xz 

 xy 

 
K=     

     

K=     

 
    

K=     

 
    

K=     

 
    

K=     

     
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هدفمند  های مختلف ماده ورق مربعی از جنس آلومينا و تيتانيوم با توان جایی برایمترهای تنش و جابه:  مقادیر پارا(۶) جدول

1یكنواخت در  عرضی تحت بار همسانگرد 10
l

h
 ،0.8

ext N
  اول تا پنجم.  تئوری برشی و عمودی مرتبه با استفاده از 

K N w  

x
 xz 

 xy 

 
K=     

     

K=     

     

K=     

     

K=     

     

K=     

     

 

 
 

ی هدفمند های مختلف مادهجایی برای ورق مربعی از جنس آلومينا و تيتانيوم با توانبهمقادیر پارامترهای تنش و جا :(۷) جدول

1یكنواخت در  عرضی تحت بار همسانگرد 2
l

h
 ،0.8

ext N
  ی اول تا پنجم. دی مرتبهتئوری برشی و عمو با استفاده از 

 

K N w  
x 

 xz 
 xy 

 
K=     

     

K=     

     

K=     

     

K=     

     

K=     

    

 



 ۸1 ...                                                                                             بر اساس ضخيم مستطيلی هدفمند  ورق اجباریتحليل ارتعاشات 
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ای در صفحهدرون جاییجاببعد بی تغييرات پارامتر :(۵) شکل

های مختلف ماده هدفمند راستای ضخامت برای توان

0.8extهمسانگرد، برای ورق مربعی،  N  ،
1

0.5
h

l
.

 

z/h


* zz

-0.5 -0.25 0 0.25 0.5

-1

-0.9

-0.8

-0.7

-0.6

-0.5

-0.4

-0.3

-0.2

-0.1

0


ext

=0


ext

=0.8 
N

 

بعد بی تغييرات پارامتر  :(۶) شکل
zz   در راستای ضخامت

ن سراميك همسانگرد عرضی، برای ورق مربعی، ماده همگ
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بعد بی تغييرات پارامتر : (۷) شکل
yz   در راستای ضخامت

برای ورق مربعی، ماده همگن سراميك همسانگرد عرضی، 
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بعد بی تغييرات پارامتر  :(۸) شکل
x   در راستای ضخامت

برای ورق مربعی، ماده همگن سراميك همسانگرد عرضی، 
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 ۸2 ...                                                                                             بر اساس ضخيم مستطيلی هدفمند  ورق اجباریتحليل ارتعاشات 
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