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  چکیده

از مدل  معمولاًتوسط آب  شده احاطههای  های نفتی و برج گاه دکل و تکیه پایانههای نفتی،  ها و سازه های دریایی نظیر ستون برای بسیاری از سازه
ها در حین طراحی از  و دامنه پاسخ این سازه فتهقرار گرتحت تحریک تصادفی  معمولاًها  گردد. این مدل یک تیر یا ستون یکسر گیردار استفاده می

یردار مغروق در سیال، با یک جرم متمرکز تحت تحریک تصادفی باند باریک گ یرخطی یکسرغباشد. در این مقاله تیر  اهمیت خاصی برخوردار می
لانس هارمونیکی، واریانس پاسخ سیستم تصادفی است. با توسعه روش با قرار گرفتهوتحلیل  یهتجزاست و پاسخ آن مورد  قرار گرفته مورد مطالعه

دهد، تحریک تصادفی باعث افزایش دامنه پاسخ  یمسازی عددی نشان  یهشبشده است. حل تحلیلی و  یبررستعیین و پدیده پرش و پرش تصادفی 
ی مدور به حالت ا چرخهیا از حالت شود. با افزایش شدت تحریک تصادفی، پاسخ پا یمتصادفی تیر نسبت به پاسخ معین در بین نقاط دوشاخگی 

دهد.  یمای که سه جواب برای سیستم است، رخ  یهناحدهند پدیده پرش تصادفی در  یمیابد. همچنین نتایج نشان  یمی کشیده شده تغییر ا چرخه
 دو روش وجود دارد.ها و نتایج این  ی عددی بیانگر این است که تطابق بسیار خوبی بین دادهساز مدلدر پایان، نتایج تحلیلی و 
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ABSTRACT  
For the modelling of marine structures, such as the oil columns and structures, the terminal and base of oil 

platforms and the towers surrounded by water usually a cantilever beam or rod is used. These models are subjected 

to random excitation and the response amplitude of these structures is of particular importance during design. In 

this paper, a nonlinear cantilever beam immersed in a fluid with a concentrated mass under a narrow band random 

excitation has been studied and its response has been analyzed. With the development of the harmonic balance 

method, the variance of the random system response has been determined and the phenomenon of jumping and 

random jumping has been investigated. The analytical solution and the numerical simulations show that in 

comparison with the deterministic response, the random excitation increases the amplitude of the random response 

between the bifurcation points of the beam. As the intensity of the random excitation increases, the steady response 

changes from a circular to a cyclic state. The results also show that the random jump phenomenon occurs in the 

area where there are three states for the system. Finally, the results of analytical and numerical modeling indicate 

that there is a very good agreement between the data and the results of these two methods. 
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 مقدمه -1

را   در تحلیل متداول ارتعاشات معادلات حاکم بر سیستم

اما در ؛ گیرند می در نظرخطی تحت تحریک معین  صورت به

 صورت بهها  واقعیت، رفتار دینامیکی و ارتعاشی بیشتر سیستم

هایی در  یدهپدباشد.  دفی میغیرخطی تحت تحریک تصا

دهد که  های غیرخطی تحت تحریک تصادفی رخ می یستمس

 مشاهده قابلهای خطی با تحریک هارمونیکی  در سیستم

 دلیل بههای غیرخطی رایج که  نیست. یکی از سیستم

 قرار گرفتهبسیاری از محققین  موردتوجهکاربردهای فراوان 

یردار تحت گ یکسرباشد. تیر  یردار میگ است، تیر یکسر

تحریک تصادفی گسترده مانند نیروهای باد و موج در 

آلات،  ینماش، اجزاء ها برجی بلند، ها ساختمانازی س مدل

یما و فضاپها، هواپیما،  های پل های بارگیری نفت، پایه یهپا

 غیره، کاربرد زیادی دارد. 

بسیاری از محققین به بررسی پاسخ تیر غیرخطی تحتت  

 رابطته  [2 و 7] 2و گلتین  7. داسیلوااند پرداخته تحریک معین

ی تحت بعد سهیردار گ ی جزئی تیر غیرخطی یکسردیفرانسیل

تحریک گسترده را با روش اصل همیلتون استتخراج کردنتد.   

 غیرخطی بر رفتتار تیتر یکستر    های ترمتأثیر  ها آنهمچنین 

 3یردار را تحت بار گسترده سینوسی تعیین نمودند. زاودنیگ

 دیفرانسیلی جزئی تیتر غیرخطتی یکستر    رابطه [3] 0و نایفه

 دستت  بته  8برنتولی  -یردار با جرم متمرکز را به تئوری اویلرگ

حتاکم بتر تیتر تحتت      رابطته پاستخ   هتا  آنآوردند. همچنین 

را بتتا روش تحلیلتتی  تحریتتک پتتارامتری )تحریتتک محتتوری(

یشتتگاهی مقایستته کردنتتد. نتتتایج   آزماتعیتتین و بتتا روش  

داشتتند. علتت فترح تحریتک     تطتابق ختوبی    آمتده  دست به

باشتد. نایفته و    تجربی می آزمونیت در انجام محدودمحوری 

یردار را تحتت تحریتک   گ پاسخ غیرخطی تیر یکسر [0] 8پی

 5گلرکین روشو  1پارامتری با استفاده از روش مقیاس زمانی

نشان دادند جملته غیرخطتی هندستی     ها آنمطالعه نمودند. 

ر نترم  غیرخطتی اینرستی تتأثی     جملهی و شوندگ سختتأثیر 

 
1 Da Silva  
2 Glynn  
3 Zavodney  
4 Nayfeh  
5  Euler-Bernoulli  
6 Pai  
7 Multiple scales 
8 Galerkin procedure  

پاستخ   [8]و همکتاران   9شوندگی در رفتار تیر دارد. الکاستیا 

با جرم متمرکز تحتت تحریتک    مغروقیر باریک تیای پا حالت

معین را مطالعه کردند. پاسخ فرکانستی حالتت پایتا را در دو    

 71متتود اول اصتتلی بتتا استتتفاده از روش بتتالانس هتتارمونیکی

عتووه بتر    [8] 77دان دند. همچنین الکاستیا و هتم  تعیین نمو

و  72هتای پترش   یتده پدبته   [8]در مرجتع   شده انجامکارهای 

یتردار  گ یک تیر یکستر  [1] 70پرداختند. دلگادو 73یدوشاخگ

بسیار منعطف را با استفاده از روش باقیمانده وزنتی، فرآینتد   

و یتتک فراینتتد تکتترار  78نیومتتار  روشگلتترکین همتتراه بتتا 

بتا استتفاده از    [5]. مطلبتی و همکتاران   قراردادی موردبررس

های پرش و  یدهپدوتحلیل  یهتجزس هارمونیکی به روش بالان

یتردار  گ دوشاخگی بر روی یک تیر غیرخطی هندسی یکستر 

 پرداختند.  

در چند دهه اخیر  گرفته انجامتعداد محدودی از کارهای 

به ارتعاشات غیرخطی تحت تحریتک تصتادفی بانتد باریتک     

 . نیروهتای دینتامیکی از قبیتل بتاد، آب و ... اگتر     اند پرداخته

توان تحریتک   ها باشند، می شامل طیف محدودی از فرکانس

یجادشتده را، بانتد باریتک فترح نمتود. مطالعتات       اتصادفی 

وتحلیتل   یته تجزدر این زمینه توسط محققین به  گرفته انجام

، 78معتتادلات نوستتانی کوستتیک ماننتتد معتتادلات دافینتت   

تحت ترکیب تحریتک   75دافین -و وندرپول 71ریلی-دافین 

 انتد  پرداختته ی تقریبی ها روشفی با استفاده از معین و تصاد

با بسط  [78] 27و گو 21و ژو [78]و همکاران  79. هوو[9-14]

 رابطته مبتکرانه روش بتالانس هتارمونیکی توانستتند پاستخ     

د باریک تعیین کوسیک دافین  را تحت تحریک تصادفی بان

تیر غیرخطتی تحتت تحریتک     مطالعهکنند. مقالات کمی به 

غیرخطتی   هتای  تترم با فترح تمتامی    22تصادفی باند باریک

 
9 Al-Qaisia  
10 Harmonic balance  
11 Hamdan  
12 Jump  
13 Bifurcation  
14 Delgado  
15 Newmark technique  
16 Duffing  
17 Duffing-Rayleigh  
18 Van der Pol-Duffing  
19  HAIWU  
20 Zhu  
21 Guo  
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 رابطته از  استفادهبا  [75 و 71]. فن  و همکاران اند پرداخته

تحریتک   [7]از مرجتع   آمتده  دستت  بته انتگرالی -دیفرانسیلی

. دادنتد  قترار ی موردبررست بانتد باریتک را    پتارامتری تصادفی 

طی حرکت تیتر  غیرخ رابطه [79]همچنین فن  و همکاران 

یردار با یک جترم متمرکتز تحتت تحریتک تصتادفی      گ یکسر

استت را بتا    [3]پارامتری باند باریک که شبیه متدل مرجتع   

وتحلیتل   یته تجزسازی عتددی   یهشباستفاده از حل تقریبی و 

 اهت  آناز مجمتوع ستری مقتالات     آمتده  دست بهکردند. نتایج 

های پرش و دوشاخگی تصادفی در مودهتای   یدهپدنشان داد 

ای کته دارای پاستخ    یهناحنوسانی اصلی اول و دوم اساساً در 

 2178گتن جتی و زه پنت  لتی      دهتد.  یماست، رخ  گانه سه

برای یک  شده اصوحگیری تصادفی  یانگینمیک روش  [21]

نوسانگر یک درجه آزادی تحت تحریک نتویز ستفید بتا تترم     

 توانتد  یشتده مت   حروش اصو. اند دادهیرخطی قوی پیشنهاد غ

رانتش و انتشتار را بتدون     یبضترا  یمختصترتر  یبیتقر یانب

 یتک هتا بتا دادن    های سیستتم  پاسخ بینی یشدقت پ یفتضع

 یتن گن جی و وان  کای  ارائه دهد. از قبلفرکانس متوسط 

یک متدل تیتر یکستر گیتردار کششتی باریتک        [27] 2175

عرضتی در شتکل نتویز ستفید      ای یته پابا ممان  شده یکتحر

هتد  ایتن مقالته تحقیتق      .دادنتد قترار   مطالعه مورد گوسی

متدل   یهتا  پاستخ غیرخطتی بتودن هندسته بتر      یرتأث درباره

مباحتث   .باشتد  یمت  یگوست  یدستف توسط نتویز   شده یکتحر

 یبررس موردبودن انحنا و اینرسی نیز در این مقاله  یرخطیغ

یتک تیتر یکستر     [22] 2175 گن جی و جه بتو قرار گرفت. 

پایه با نویز ستفید   گیردار با تر  سطح باز با تحریک حرکت

. تر  باز با یک لولای الاستیک اند کرده سازی مدلگوسی را 

 آمتده  دست به دار تر  یرتشده و توابع مودال یک  سازی ساده

تیتر یکستر    هتای  پاستخ نظتری   وتحلیتل  تجزیهبرای  و ؛است

گیردار، از هر دو روش میانگین سازی تصادفی شبه پایستتار  

انترژی،   بهبودیافتته با پوشته  و روش میانگین سازی تصادفی 

گتن  است.  شده استفادهاست،  مؤثرکه برای تحلیل غیرخطی 

روش  مفصتل یتک   طور بهمقاله،  یندر ا [23]جی و جیه لیو 

 هتای  روشرا ارائه نمودند که با  یدجد یتصادف گیری میانگین

 یبتا نوستانگرها   معمتولاً که  یتصادف یساز معمول میانگین

هستتند،  بدون جرم وابسته به مختصتات   یتصادف یختهبرانگ

نتوع  را بتا دو   یرخطتی غ ینوسانگرها تواند میوت بوده و متفا

 غیرخطتی  هتای  تترم وابسته بته مختصتات و    غیرخطی جرم

را تحلیل نماید. مسئله مهم این روش بالانس ورودی  یسخت

 .باشد میو استهو  انرژی همیلتونی نوسانگر 

تأثیر ترکیب تحریک تصادفی با تحریک معین بر  تاکنون

مغتتروق در آب بتتا جتترم  رگیرداریرخطتتی یکستتغروی تیتتر 

پژوهشی بزرگ در این  خلأبررسی نشده است و یک  متمرکز

زمینه وجود دارد که این مقاله در تتوش بترای پتژوهش در    

کته تیتر    مطالعته  متورد باشتد. استاس متدل     این زمینه متی 

 [8]غیرخطی مغروق در آب با جرم متمرکز است، در مرجع 

با فرح تحریک معین )گسترده( ارائه گردیده. در این مقاله، 

با اضتافه کتردن تحریتک تصتادفی )گستترده( و ترکیتب بتا        

هتای غیرخطتی    یتده پدتحریک معین )گسترده( بته بررستی   

دهتد   شده نشان می یبررسشود. مقالات  یمتصادفی پرداخته 

شتده،   محور اصلی تحریک تصادفی در تیر غیرخطی مطالعته 

تصادفی محوری )پارامتری( باند باریک بتوده استت.   تحریک 

در دو دهته اخیتر، از    منتشرشتده هتای   همچنین در پژوهش

تقریبی مقیاس زمانی برای تعیین پاسخ تیر غیرخطتی    روش

استت. در ایتن تحقیتق     شتده  استفادهتحت تحریک تصادفی 

بالانس هارمونیکی، پاسخ تیتر    روشبرای اولین بار با توسعه 

ت ترکیب تحریتک معتین و تحریتک تصتادفی     غیرخطی تح

 گردد. تعیین می

یرخطی تحتت  غ یرتبر روی  گرفته انجامکارهای  برخو 

 انتد  توانستته های گذشته کته فقتط    تحریک تصادفی در دهه

پدیده پرش تصادفی به بالا را بررسی کنند، در این پتژوهش  

ی تصتادفی بته بتالا و    ها پرشپدیده پرش تصادفی که شامل 

 است.  قرار گرفته موردبررسیباشد  یمپایین 

 معادلات حاکم بر حرکت و حل تحلیلی آن -2

آن ناشتی   بتودن  که غیرخطی مطالعه موردیردار گ تیر یکسر

به نمایش درآمده است. عمق  1از هندسه تیر است در شکل 

از انتهای تیر  dکه در فاصله  Mو جرم متمرکز با   l1سیال با 

. هتد  از طراحتی و ستاخت    نتد ا شتده  دادهقرار دارد، نشتان  

های مغروق در آب تحمل بتار ناشتی    ه ها و ساز ها، دکل ستون

متورد  انطبتاق متدل    منظور به بنابراین،از جرم متمرکز است 

جرم متمرکتز  در نظر گرفتن با واقعیت تیر مغروق با  مطالعه

. ضخامت تیر در مقایسه بتا طتول   گیرد میقرار  مورد مطالعه

شتتکلاز تغییر بنتتابراین،شتتده، آن بستتیار نتتاز  فتترح   
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کترد. بتا    نظتر  صتر  تتوان   یمبرشی و اینرسی پیچشی تیر  

حتاکم بتر ارتعاشتات عرضتی تیتر       رابطه، شده انجامفرضیات 

 یردار با جرم متمرکز تحت تحریک گستردهگیرخطی یکسرغ

 .[8 و 3-7]( قابل بازنویسی است 7) رابطه صورت به
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(1) 

که  ,W t جایی عرضی تیر، هجاب دهنده نشان  s l 

جرم متمرکتز بتر    M، جرم تیر mبعد تیر،  یبطول قوس 

dوی تیر در نقطه ر l  ،𝛿  ، تابع تغییرات دیترا EI 

سختی خمشی تیر و  ,H t     تحریتک تصتادفی ختارجی

باعتث پایتداری پاستخ    باشتد کته    یمضریب میرایی   cاست. 

و  خواهد شد. همچنین برای در نظر گرفتن اثرات بین ستازه 

، میرایی از نوع ویستکوزیته فترح   آب با جرم مخصوص 

 شده است.

مکان  به ( مشتق نسب/ ( نماد ) 7) رابطهدر    ( و نماد
. 

( مشتق نسبت به زمان  t 1در شتکل  باشتد.   می  جترم

 .[8]دهد  نشان می را مخصوص سیال

  

 

یردار با جرم متمرکز تحت تحریک گ تیر یکسر :(1) شکل

 تصادفی باند باریک
 

 باشد: یمزیر  صورت بهیردار گشرایط مرزی تیر یکسر

0 at 0

0 at

w w s

w w s l

¢= = =

¢¢ ¢¢¢= = =
 (2) 

دیفرانسیلی معمولی کته فقتط    رابطهبر اساس روش گلرکین 

وابسته به زمان است با استفاده از شکل مود اول خطتی تیتر   

شود. در واقعیت شکل مود تیر  یمآورده  دست بهیردار گیکسر

 رابطته غیرخطتی   هتای  تترم آنکته   دلیل بهغیرخطی است اما 

تتوان از   یمت ه استت  حاکم بر ارتعاشات تیر ضعیف فرح شد

دیفرانستیلی معمتولی     رابطهشکل مود خطی برای استخراج 

 استفاده نمود.

     
0

, iq  




 i
i

w t t  (3) 

که  iq t  یافته سیستتم و   یمتعممختصات i    شتکل

استتت کتته از رابطتته زیتتر  یتتردار گ م تیتتر یکستترا  i-متتود

 است: محاسبه قابل

 

 

cos cosh

cos cosh
sin sinh

sin sinh

     

 
   

 

 

 
  

 

i i i

i i
i i

i i

l l

l l

 (4) 

1فرکانستتی  رابطتتههتتای  یشتتهر cos cos 0    

 .اند شدهآورده  1در جدول  رابطههستند که چهار ریشه اول 

 یردارگ فرکانسی تیر یکسر  رابطههای  یشهر :(1)جدول 

H(روشن است که تابع تحریک  ,t)     نیز بتر استاس شتکل

 شود: یمداده  بسط یرتمود 

     
0

,  




 i
i

H t h t  (5) 

 ت که تیر تحتت ترکیتب تحریتک هارمونیتک     فرح شده اس

 ( h(t)و تصتتادفی ایجتتاد تحریتتک تصتتادفی بانتتد باریتتک )   

 .  [78]کند  یم

     0 4cos    h t F t t  (6) 

 0 3 2 7 مود

𝛽 5187/7  8907/0  5805/1  9980/71  
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یتک پتارامتر کوچتک     4که  4 1    گتردد   یمت فترح

. با این فرح، [78] 4  t    یک نویز تصادفی خواهتد بتود

که با ترکیب تحریک هارمونیکی، ایجاد تحریک تصتادفی بتا   

از یتک   تتر  بزرگ 4که  یدرصورتکند.  یمپهنای باند باریک 

 فرح گردد، 4  t 7تحریک تصادفی با پهنای باند عریض 

فوق،  رابطهنتیجه خواهد شد. در   t  یک فرآیند تصادفی

با میانگین صفر و تابع چگتالی طیفتی    s   0وF   دامنته

 فرکانس تحریک است.  ک معین و تحری

 بعتتد ستتازی زمتتان و دامنتته پاستتخ، فرضتتیات    بتترای بتتی 

 
1 2

2 1    و 
 

1 2

2 1  


    گرفتته در نظتر 

22 که .است شده  EI Al  و 2پارامتر فرکانس خطتی 
3

0g A l g EI است.  3بعد پارامتر گرانشی بی     

( و اعمال اصل 7) رابطه( در 8( و )3معادلات ) گذاری جایبا 

صتورت زیتر نتیجته     حاکم بر سیستتم بته   رابطهتعامد مدها، 

 شود: می

         

     

   

2 2

0 1

2 3

1 2

3 4cos

 

 

  

  

 

  

q t q t c q t q t q t

q t q t q t

P t t

 (7) 

استت،   محاستبه  قابتل  (8) رابطته از روابتط   (7) رابطهضرایب 

دهتد   را نشتان متی   (7) رابطهمقادیر عددی ضرایب  2جدول 

بته   دن تحریتک تصتادفی  . در این پژوهش با اضتافه کتر  [8]

اثترات   [8]مغروق در آب آلگاستیا   تیر غیرخطیمعین  رابطه

 شود. تحریک تصادفی با تحریک معین مقایسه می

2

1 3 1

2

2 4 2

0
3 5 2 2 2

2

,

  

  

  






 

p

p

F
p P

mAl

 (8) 

1 ضرایب  شوند. تعریف می (13)تا  (9)در روابط  5تا  

 
1 Wide-band excitation 
2 Linear frequency parameter 
3 Dimensionless gravity parameter 

 

1

1
2

1
0

2 2

0



  

  



 



m m

d

C k d
 (9) 

 
1 1

2 2

2 0
0 0 0

2

0
0





     

  

  



  



d g d d

g d

 (10) 

 

 1

2
1

2

3
0 0

2
2

0 0

2

0



 



 

   

  

  






 
  

 

 



m m

d d

C k d d

d

 (11) 

1
2 2

4
0

      d  (12) 

 
1

1

5


     d  (13) 

1 که 1  l l7 ، همچنین  mC رم در ضریب اینرسی جت

mداختتل ستتیال و    mK C ،M mAl   در نظتتر

 است.  شده  گرفته

 (1) رابطهضرایب عددی  :(2)جدول 

2

0  c  
1  

2  
3  p  

7 12/1  10093/1  93298/1  7/1  2/1  

ابتتتدا پاستتخ سیستتتم در حتتالتی کتته از تحریتتک تصتتادفی   

 رابطته شتود. بترای حتل     یمت شتده استت تعیتین     نظر صر 

ی در فتاز  اختتو  گردد  یمیستم، فرح بر سغیرخطی حاکم 

 رابطته تتوان   یمت  بنتابراین، ؛ [20]تحریک معین وجتود دارد  

 زیر نوشت: صورت بهارتعاشی برای یک سیستم میرا را 

     

       

   

 

2

0

2 2

1 1

3

2 3

3 1 2

cos

cos sina a



 

  



 

 

   

   

q t q t c q t

q t q t q t q t

q t P t

t t

 (14) 

 

a1  وa2 شود  یمباشند. فرح  یمی تحریک معادل ها دامنه

 صتورت  بته دامنته تحریتک    
1 2

2 2

1 2p a a  استت   برقترار

 شود: یمتقریب اول، پاسخ زیر در نظر گرفته  عنوان به. [20]

 1 0 cos q a t  (15) 
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 نظتر  صتر  ( و 70) رابطهدر داخل  (15) رابطه گذاری جایبا 

از جموت شامل  cos 3 tنستی تیتر یکستر    ، پاسخ فرکا

 شود: یمنتیجه  (16) رابطه صورت بهگیردار 

 

 

2

2 2 2 3

0 0 2 1 0

2 2 2

0 3

3 1

4 2
  



  
     

  

  

a a

a c P

 (16) 

پاستتخ فرکانستتی حاصتتل از حتتل تحلیلتتی روش  (16) رابطتته

پتارامتر زمتان    باشد که در آن یمی بالانس هارمونیک t  از

پدیده پرش   مطالعه رابطهاست. این  شده حذ پاسخ تحلیلی 

که برای بررستی پاستخ زمتانی و     یدرصورتد سازیمرا میسر 

 باشد. ینم استفاده قابلمنحنی فاز محدودیت داشته و 

تأثیر تحریک  ( با در نظر گرفتن1) رابطهدر ادامه، پاسخ 

در  (17) رابطته گردد. بدین منظور فرح  یمتصادفی مطالعه 

 شود: ادامه محاسبات در نظر گرفته می

  1 0 cos    q q Y a t Y  (17) 

در  (17) رابطته  گتذاری  جتای ترم تصادفی است. با  یک Y  که

مربتوط بته تیتر غیرخطتی،      های ترم از نظر صر و  (7) رابطه

 گردد: یمرابطه زیر نتیجه 

    

   

 

   

   

 

   

   

2 2

0 0 0

3 2 3

0 1 0

2 2 2

1 0

3 2 2

1 0

2

1 0

2 2 2

1 0

3 3 2 2

2 0 2 0

3 4

cos cos

sin cos

2 cos

cos sin

2 cos sin

sin

cos 3 cos

cos













 

  

      

      

  

   

   

  

   

  

a t Y a t Y

cY c a t a t

a t

a t t

a t t Y

a t Y

a t a t Y

P t t

 (18)   

با ضرب  cos P t در بازه  گیری و انتگرال (18) رابطهه ب

شده تیر یکسرگیردار تحت تحریک خطی رابطهصفر تا یک، 

 :شده استزیر نتیجه  صورت بهتصادفی 

  
 

2 2 2

0 2 0

4

3 cos 

 

   



Y cY a t Y

t
 (19) 

بی برای حل گیری تصادفی یک روش تقریروش میانگین

معادلات یک درجته آزادی و چنتد درجته آزادی غیرخطتی     

 تحتتت تحریتتک تصتتادفی استتت. در حالتتت کلتتی ایتتن روش 

گیری، شتامل  شامل دو مرحله است، در مرحله اول، میانگین

ایتن   بنتابراین، ؛ شود که تتابعی از نیترو نیستتند   هایی میترم

 هتای گیری برای سیستتم مرحله از حل، شبیه روش میانگین

تقریبتی استت و    صتورت  بته معین است. مرحله دوم از حتل  

پهنای باند  فرآیندشود که تابعی از نیرو با هایی میشامل ترم

 ختود، نشتان    نوبته  بته  یتن اباشتد.  پهن یا اغتشاش سفید می

 یک ،پاسخ ی فرآیندبرا یبیتقر یفرانسیلد رابطهدهد که یم

 رابطته  .[28] استت  آیتتو از نتوع   یتصتادف  یفرانسیلد رابطه

یری کتارگ  بته تحت تحریتک تصتادفی را بتا     (19)خطی شده 

توان تحلیل نمود. برای ایتن   یمگیری تصادفی  یانگینمروش 

 شود: یممنظور تبدیل زیر در نظر گرفته 

که  A t  و t   به ترتیب دامنه تصادفی و فاز تصتادفی

 زیتر بازنویستی    صتورت  بته را  (19) رابطته توان  یمباشند.  یم

 :[78] کرد

 

 

 

 

0

2 2

0 0 2

4

0

0

2 2

0 0 2

4

0

- sin1
sin

3 cos cos

- sin

sin1
cos

3 cos cos

cos



 









 






 
      



  
      

 

c A
A

a t A

t

c A

A a t A

t
A

 (21) 

 (21) رابطته گیتری تصتادفی بتر روی     یانگینمبا اعمال روش 

 :[28]شود  یمنتیجه  (22) رابطه صورت به 7آیتو رابطه

 

 
 

 
 

0

2

0

0

4 1

0

2

0
2

0

0

4 2

0

2 2

3

4

 



 




 


 




 
   
 







sc A
dA dt

A

s
dw t

a
d dt

s
dw t

A

 (22) 

 
1 Ito 

 

   

   

 

0

0

cos

cos sin

sin





 

 

   

 

  

Y A t

Y A t A t

A t t

t t

 (20) 
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 os  .تابع چگالی طیفی تحریک تصادفی است 

سبات به استخراج تتابع چگتالی طیفتی    در ادامه با انجام محا

 7دو واحد مستقل فرایند وینتر 2W و  1Wشود.  پرداخته می

 هستند.

حالت پایتای چگتالی احتمتال، یتک     A(t) واضح است که 

FPKحتتاکم  رابطتتهاستتت و در  2فرآینتتد متتارکو 
 [28]ا 3

کتردن تتابع طیفتی، مشتتق      شود.  با ثابت فرح می استفاده

 درنتیجته تابع چگالی طیفی نسبت به زمان صفر خواهد شد، 

 . [28]گردد  صورت زیر ساده می به FPKحاکم  رابطه

 

 

0

2

0

2
0

2 2

0

2 2

0
2

 



 



  
  

   

 

sd A
w

dA A

s d w

dA

 (23) 

 صتورت  بته  Aه نستبت بت   (23) رابطهیری از گ انتگرالحاصل 

 است: (20) رابطه

   0 0

2 2

0 0

0
2 2 2

   

 

 
   

 

s sA dw
w

A dA
 (24) 

زیتر تعیتین    صتورت  بهتوان  یمی راحت بهرا  (24) رابطهپاسخ 

 کرد:

( )
( )

1

0

1
exp

 

A
w A r dA

s A

ü éى ùï ïï ïê ْ= - + êي ْï ïê ْï ïë ûî 
 ٍ  (25) 

یتتت تتتابع چگتتالی طیفتتی درنهاثابتتت نرمتتال استتت.  1rکتته 

 شود: یمزیر تعیین  صورت به

( )
2

2 2

0 0

exp
2 

A A
p A

ِ ç÷و ÷= × -ç ÷ç ÷çè ّ
 (26) 

 که

( )02

0 2

0

 




s

c
=  (27) 

 : [21] محاسبه است رابطه زیر قابلبا  2واریانس پاسخ 

( ) ( )( )
222 E q t E q té ù é ù= -ê ْ ë ûë û

 
(28) 

 
1 Winner 
2 Markov 
4 Fokker-Planck-Kolmogorov equation 

 سخ وانحرا  معیار پا که  E   میانگین داخل کروشته

نتیجتته  (28) رابطتتهدر  (17) رابطتته گتتذاری جتتای. بتتا استتت

 زیر خواهد شد: صورت به

( ) ( )

( )

22 2 2 2

0

2
00

2

0

cos cos

2



 



 E a t A t

sa

c

é ù= +ê ْë û

= +
 (29) 

توان دامنه پاسخ تحلیلی تحریک  می (29) رابطهبا استفاده از 

در  ؛ کته محاسبه نمتود  تصادفی نسبت به فرکانس تحریک را

آن،
0a  یتتردار تحتتت گ غیرخطتتی تیتتر یکستتر رابطتتهپاستتخ

 باشد. یم محاسبه قابل (16) رابطه و ازتحریک معین است 

 سازی عددی شبیه -3

در این مقاله چگالی طیفی مربوط به  t  زیتر   صتورت  بته

 شده است:  یفتعر

( ) 00

0

0 2,

20,

 


 

s
s

ى < £ïï= ي
ï >ïî

 
(30) 

ل تصتادفی استتفاده   ی عتددی از یتک ستیگنا   ساز مدلبرای 

 ( بتا 37شود. این سیگنال در رابطه ) یم t   دادهنمتایش 

 :[79]است  شده 

توزیعی است غیر وابسته در بازه kکه  0,2.  عدد صحیح

N زیرا ؛ فرح شده است 7111ی عددی برابر با ساز مدل، در

سیگنال تصادفی مربوطه در این عدد با حل تحلیلتی همگترا   

پاسخ معین تیر غیرخطی تحت تحریک  2در شکل  گردد. می

است.  شده  دادهنشان  0افزار میپل هارمونیک با استفاده از نرم

بتا  شود.  حاصل می 2( منحنی پرش شکل 78) رابطهبا رسم 

 درنتیجته ضمنی استت   رابطه( یک 78) رابطهاینکه  توجه به 

شود و  به فرکانس تحریک عدد داده می رابطهبرای رسم این 

و  (I)در نتواحی   که طوری بهگردد.   دامنه پاسخ محاسبه می

(III)  ( دارای 78) رابطته غیرخطی بتر استاس    طهرابسیستم

 
4  Maple 

( ) ( )0 0 0

1

4
cos 2 1 ,

 
 

N

k
k

s
t k t

N N=

é ù
ê ْ= - +
ê ْë û

ه

 

(31) 
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باشتد.   یمت گانته   دارای پاسخ سه (II)پاسخ یگانه و در ناحیه 

برای تیتر   گانه سهکه دارای پاسخ  (II)  یهناحپدیده پرش در 

که مشخص استت در   طور هماندهد.  یمغیرخطی است، رخ 

  های غیرخطی فرکانس طبیعی معنی ندارد و پدیتده  یستمس

 دهد.  یمخ پرش ر  غیرخطی

ی هتا  فرکتانس روش بالانس هارمونیکی پهنای وسیعی از 

بنابراین با استتفاده از ایتن روش   ؛ دهد یمتحریک را پوشش 

های پرش به بالا و پرش به پایین در یک  یدهپدحل تحلیلی، 

 باشند.  یم مشاهده قابلمنحنی پاسخ فرکانسی، 

، با افزایش فرکانس تحریک در نقطته  2در منحنی شکل 

2         پدیده پترش بته ستمت پتایین و بتالعکس، بتا کتاهش

 دهد. یمپدیده پرش به سمت بالا رخ  1 فرکانس در نقطه

یتردار در متود اول   گ پاسخ فرکانسی تیر غیرخطی یکسر

، منحنی پاسخ فرکانسی 2در شکل  .[0]سخت شونده است 

باشتد،   یمت سمت راست  تیر غیرخطی در مود اول متمایل به

 نوع پرش از نوع سخت شونده خواهد بود. بنابراین،

 

یرخطی تحت غنمودار پاسخ فرکانسی معین تیر : (2)شکل 

 (78یک هارمونیک مربوط به رابطه )تحر
 

یتردار تحتت   گ واریانس پاسخ فرکانسی تیر غیرخطی یکستر 

است.  شده دادهنشان  3تحریک تصادفی باند باریک در شکل 

 ستازی  شتبیه پایدار حل تحلیلتی بتا    های پاسخدر این شکل، 

آوردن پاسخ تحلیلی  دست بهعددی مقایسه شده است. برای 

استت.   شتده  گرفتته افتزار میپتل کمتک     ( از نرم20از رابطه )

آوردن واریتانس پاستخ بته فرکتانس      دستت  بته افزار برای  نرم

 رابطته  (III)و  (I) ناحیهدر  که نحوی بهدهد.  تحریک عدد می

دارای  (II)( دارای یک شاخه واریانس پاسخ و در ناحیته  29)

ستازی   یهشتب واریانس پاسخ است. حتل تحلیلتی و    شاخه سه

 2و  1دوشتاخگی   دونقطهدهند در بین  یمعددی نشان 

استت،   گانته  سته ی پاستخ  ( دارا1که سیستم ) (II)  یهناحدر 

 دهد.  یمپدیده پرش تصادفی رخ 

پاستخ    شاخه سهکه سیستم دارای  3( شکل II)  یهناحدر 

هتایی کته    ی پاسخ )شاخهها شاخهاست، بیشترین و کمترین 

یر هستتند.  پتذ  تحقتق انتد(، پایتدار و    ممتد رسم شده خطبا 

استت،   شتده  دادهین نمتایش  چ خطشاخه پاسخ میانی که با 

. همچنتین  [78]دهتد   یم( را نشان 1پایدار سیستم )پاسخ نا

پایتدار ناحیته     دوشتاخه پدیدهای پرش به پایین و بالا، بتین  

(II با یکدیگر عوح )ی ها شکل  مطالعهبا مقایسه و  شوند. یم

شتتود، تحریتتک تصتتادفی در نقتتاط    یمتت( نتیجتته 3( و )2)

یرگذار نیست. هر دو پدیتده  تأثاسخ تیر دوشاخگی واریانس پ

فرکتانس تحریتک    دونقطته پرش و پترش تصتادفی در بتین    

1/114  1/145و  دهند. یمرخ 

کوتتای   عتددی رانت    سازی شبیهسنجی نتایج از  برای صحت

شتود. بترای    استفاده متی  میپل افزار نرممرتبه چهار به کمک 

آوردن واریتتانس پاستتخ در هتتر نقطتته از فرکتتانس  دستتت بتته

فترح شتده    7111( برابر بتا  37در رابطه ) Nتحریک مقدار 

هتر فرکتانس    بترای ستازی عتددی    در شتبیه  بنابراین،؛ است

ها  پاسخ خواهد داشت. واریانس پاسخدامنه  7111 تحریک، 

به ازای فرکانس تحریک یک نقطه از حل عددی را در شکل 

( موحظته  3کته در شتکل )   طتور  همتان دهتد.   ( نشان می3)

سازی عتددی   یهشبگردد تطابق خوبی بین حل تحلیلی و  می

 وجود دارد. اگر  0/0025os      فرح شود نتتایج عتددی

 .خواهد بود( 5-3)های  شکل صورت به( 1) رابطه

  2دامنه پاسخ معین در فرکتانس تحریتک    2در شکل 

 3و در شکل  8دهد، برابر با  یمکه پدیده پرش به پایین رخ 

برابر  2دامنه پاسخ تصادفی تیر در همان فرکانس تحریک 

، دامنه پاستخ در محتدوده پاستخ    عبارتی بهباشد.  یم 01/8با 
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بنتتابراین، از حتتل تحلیلتتی و ؛ شتتود یمتتکشتتیده  گانتته ستته

 تحریک تصتادفی  کهان نتیجه گرفت تو یمی عددی ساز مدل

باند باریک باعث افزایش دامنته پاستخ تیتر غیرخطتی شتده      

  است.

 
 واریانس پاسخ فرکانسی تیر غیرخطی یکسر :(3)شکل 

 (29یردار تحت تحریک تصادفی باند باریک مربوط به رابطه )گ

 ○○○ی ، حل عدد─ ─ ─  پاسخ ناپایدار ،───پاسخ پایدار 
 

پاسخ زمانی و منحنتی فتاز مربتوط بته      5و  0 یها شکلدر 

1/1( در فرکتتانس تحریتتک1سیستتتم )   بتتا استتتفاده از

 است.  شده دادهسازی عددی نشان  یهشب

نظمتی در پاستخ زمتانی و     یبتحریک سیستم باعث بروز 

از نظمتی حاصتل    یبگردد.  یمهای اولیه  یهثانمنحنی فاز در 

پاسخ ناپایدار مانع مطالعه و تحلیل رفتتار سیستتم ارتعاشتی    

یجادشده بتا میرایتی تیتر    انظمی  یبزمان  باگذشتگردد.  یم

؛ و پاسخ پایدار تیر قابتل مطالعته خواهتد گردیتد     شده حذ 

 7111پاستتخ زمتتانی و منحنتتی فتتاز از ثانیتته      بنتتابراین،

 شده است.  یبررس

ز نتتایج عتددی   بیشینه دامنه پاسخ حاصتل ا  0در شکل 

است، بتا افتزایش شتدت تحریتک تصتادفی در       75/2برابر با 

1/1فرکانس تحریک ثابتت        بیشتینه دامنته پاستخ بته ،

 رسد.  یم 5در شکل  87/2

دهتد افتزایش تحریتک     یمسازی عددی نشان  یهشببنابراین، 

بته   7تصادفی باعث تغییر پاسخ پایدار از حالت سیکل حتدی 

دیگتر، پاستخ    یتان ب بهگردد.  می 2ی کشیده شدها چرخهلت حا

تتر   یدهکشت تیر با افزایش شدت تحریک تصتادفی در عترح   

ای بته   شود و شکل ظاهری منحنتی فتاز از حالتت دایتره     یم

 شود. حالت بیضوی تبدیل می

 
1 Limit cycle  
2 Diffused limit cycle  

 

 

 (1) رابطهنتایج عددی حاصل از  :(4)شکل 

(a) پاسخ زمانی، (b) منحنی فاز 
q (0)=1, q (0)=1/5, P = 0/2 
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 (:1) رابطهنتایج عددی حاصل از  :(5)شکل 
(a) پاسخ زمانی (b) منحنی فاز 

q (0)=-4, q (0)=-5/5, P = 1 

 گیری یجهنت -0

تیتر غیرخطتی مغتروق در آب بتا       مطالعهدر این پژوهش، به 

جرم متمرکز تحت ترکیب تحریک معین با تحریک تصتادفی  

دیفرانستیلی معمتولی تیتر غیرخطتی بتا        رابطه. پرداخته شد

اج استفاده از روش گلرکین و شکل متود خطتی تیتر استتخر    

گردیتتد. بتترای تعیتتین پاستتخ هتتارمونیکی از روش بتتالانس   

گیتری   یتانگین مهارمونیکی و برای تحریک تصادفی از روش 

حتل دقیتق بترای بتازه      کته تصادفی استفاده گردید. از آنجا 

محدودی از مسائل ارتعاشات تصادفی موجود است، محققین 

، بتترای مطالعتته ارتعاشتتات   [25, 79-71]دیگتتر از جملتته  

غیرخطی تیر یکسر گیردار تحتت تحریتک تصتادفی از روش    

. در این مقالته، بترای   اند نمودهتقریبی مقیاس زمانی استفاده 

اولین بار با گستترش روش بتالانس هتارمونیکی پاستخ تیتر      

غیرخطی یکسر گیردار تحت ترکیتب تحریتک هارمونیتک و    

 ل گردیده است.وتحلی یهتجزتحریک تصادفی 

ی عددی نشان داد که پدیده ساز مدلحل تحلیلی و 

رخ  ،است گانه سهای که دارای پاسخ  یهناحپرش تصادفی در 

های پاسخ فرکانسی و  یمنحندو پدیده پرش در  دهد. هر یم

و  1دوشاخگی  دونقطهواریانس پاسخ فرکانسی در بین 

2  توان میپاسخ تصادفی   مطالعه بادهد. همچنین  یمرخ 

نتیجه گرفت که تحریک تصادفی باعث افزایش دامنه پاسخ 

پدیده پرش تصادفی به پایین با  دیگر عبارتی بهخواهد شد. 

دهد  یمافتد. حل عددی نشان  یمدامنه پاسخ بیشتری اتفاق 

الت با افزایش شدت تحریک تصادفی، پاسخ پایا از ح

ی کشیده شده، تغییر ا چرخهی مدور به حالت ا چرخه
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