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های  گاه های نفتی، تکیه ها و سازه های دریایی نظیر ستون در تحلیل بسیاری از سازه

توسط آب، معمولاً از مدل تیر یکسرگیردار  شده احاطههای  های نفتی و برج دکل

که دامنه  کنند یجرم متمرکز را تحمل م کیها معمولاً وزن  مدل نیاگردد.  استفاده می

 ریمقاله ت نی. در اباشد یبرخوردار م یخاص تیاز اهم یحطرا نیها در ح سازه نیپاسخ ا

 انیجرم متمرکز تحت اثرات جر کیبا  ال،یمغروق در س رداریکسرگی یرخطیغ

 ،یکیآب موردمطالعه قرار گرفته است. با استفاده از روش بالانس هارمون کیهارمون

. شود یم نییدر چهار مود اول تع یرخطیبا سه جمله غ رداریکسرگی یرخطیغ ریپاسخ ت

پرش در  دهیپد دهد ینشان م یعدد یساز هیو شب یلیحل تحل یپاسخ فرکانس یبررس

پرش در مود اول از نوع  دهی. پددهد یرخ م ینقاط دوشاخگ نیگانه ب پاسخ سه هیناح

 یها از جمله کیشونده است. هر  دو تا چهار از نوع نرم یسخت شونده و در مودها

در  ریپرش دارد. رفتار ت دهیو پد ستمیس یرفتار ارتعاش یوبر ر یاثرات متفاوت یرخطیغ

فاز  یمنحن ریمس دهد یو نگاشت پوآنکاره نشان م یحالت در کنار پاسخ زمان یفضا

موردمطالعه  یرخطیغ ریآشوب در ت دهیاست. در انتها پد یمختلف یدارینقاط پا یدارا

 یهندس یرخطیغ جملهآشوبناک است و  ستمیرفتار س یقرار گرفت، در نقاط دوشاخگ

 یها پرش با استفاده از روش  دهیپد یپاسخ دارد. بررس ینظم یاثر را در ب نیمؤثرتر

مطالعه  ج،ینتا یگذار منظور صحه به گریکدیدو روش با  سهیو مقا یو عدد  یلیتحل

و  یاز جمله دوشاخگ یرخطیغ یها دهیجامع پد یپرش در چهار مود اول، بررس دهیپد

در  قیتحق یها یآور پوانکاره و نگاشت، از نو ،یفاز، پاسخ زمان یها یآشوب در منحن

 :ها کلیدواژه

 تیر غیرخطی

 یارتعاشات غیرخط

 پدیده پرش

 پدیده آشوب
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 مغروق است. یرخطیغ ریت نهیزم

 مقدمه -1

را   در تحلیل متداول ارتعاشات، معادلات حاکم بر سیستم

اما در ؛ گیرند می در نظرخطی تحت تحریک معین  صورت به

ها  واقعیت، رفتار دینامیکی و ارتعاشی بیشتر سیستم

های  یستمس درهایی  یدهپدباشد.  غیرخطی می صورت به

 مشاهده قابلهای خطی  دهد که در سیستم غیرخطی رخ می

های غیرخطی رایج که به دلیل  نیست. یکی از سیستم

 گرفته قراربسیاری از محققین  موردتوجهکاربردهای فراوان 

باشد. تیر یکسرگیردار تحت  است تیر یکسرگیردار می

ازی س مدلنیروهای باد و موج در تحریک گسترده مانند 

های  یهپاآلات،  ینماش، اجزای ها برجی بلند، ها ساختمان

یما و... کاربرد فضاپها، هواپیما،  های پل بارگیری نفت، پایه

  زیادی دارد.

بسیاری از محققین به بررسی پاسخ تیر غیرخطی تحت 

معادله  [2 و 0]. داسیلوا و گلین اند پرداختهتحریک معین 

ی تحت بعد سه یکسرگیرداردیفرانسیلی جزئی تیر غیرخطی 

گسترده را با روش اصل همیلتون استخراج کردند.  تحریک

غیرخطی بر رفتار تیر  های جملهتأثیر  ها آنهمچنین 

یکسرگیردار را تحت بار گسترده سینوسی تعیین نمودند. 

معادله دیفرانسیلی جزئی تیر غیرخطی  [3]و نایفه  زاودنی

به برنولی -یکسرگیردار با جرم متمرکز را به تئوری اویلر

پاسخ معادله حاکم بر تیر تحت  ها آنآوردند. همچنین  دست

را با روش تحلیلی  تحریک پارامتری )تحریک محوری(

یشگاهی مقایسه کردند. نتایج آزماتعیین و با روش 

داشتند. علت فرض تحریک تطابق خوبی  آمده دست به

باشد. نایفه و  یت در انجام تست تجربی میمحدودمحوری 

پاسخ غیرخطی تیر یکسرگیردار را تحت تحریک  [4]پی 

پارامتری با استفاده از روش مقیاس زمانی و فرآیند گلرکین 

نشان دادند جمله غیرخطی هندسی  ها آنمطالعه نمودند. 

اینرسی تأثیر  غیرخطی  جملهی و شوندگ سختتأثیر 

پاسخ  [5]شوندگی در رفتار تیر دارد. الکاسیا و همکاران  رمن

با جرم متمرکز تحت تحریک  مغروقیر باریک تیای پا  حالت

معین را مطالعه کردند. پاسخ فرکانسی حالت پایا را در دو 

مود اول اصلی با استفاده از روش بالانس هارمونیکی تعیین 

علاوه بر کارهای  [6]دان  همچنین الکاسیا و هم نمودند.

ی دوشاخگهای پرش و  یدهپدبه  [5]در مرجع  شده  انجام

یک تیر یکسرگیردار بسیار منعطف را  [1]پرداختند. دلگادو 

وش باقیمانده وزنی، فرآیند گلرکین همراه با با استفاده از ر

. قراردادی موردبررستکنیک نیومارک و یک فرایند تکرار 

با استفاده از روش بالانس هارمونیکی  [8]مطلبی و همکاران 

گی بر روی یک های پرش و دوشاخ یدهپدوتحلیل  یهتجزبه 

ژو وانگ و -تیر غیرخطی هندسی یکسرگیردار پرداختند. گو

ارتعاشات تیر غیرخطی یکسرگیردار هندسی  [0]همکاران 

معلق تحت تأثیر نیروی گرانشی را بررسی نمودند. از روش 

گلرکین و شکل مود خطی برای استخراج معادله غیرخطی 

ده شد. برای حل حاکم بر ارتعاشات تیر غیرخطی استفا
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معادلات حاکم بر سیستم از روش مقیاس زمانی استفاده 

های غیرخطی از جمله پرش در دو مود اول،  نمودند. پدیده

منحنی فاز و همچنین نگاشت پونکاره را موردبررسی قرار 

منحنی پرش در مود اول از نوع  نشان دادند که ها آندادند. 

ست. همچنین مطالعه شونده ا سخت شونده و در مود دوم نرم

منحنی فاز نشان داد سیستم از نوع چرخه حدی است؛ 

بنابراین فقط یک نقطه بر روی نگاشت پوآنکاره وجود خواهد 

اثرات  یبه بررس [01]داشت. ابراهیمی ممقانی و همکاران 

لوله  کیارتعاش  کاهش منظور به یرخطیغ یچاه انرژ کی

 تحریک کی کیتحت تحر الیس دهنده انتقال دوسرگیردار

 ریت ی. لوله با استفاده از تئورپرداختند یخارج کیهارمون

 یرخطیغ یو چاه انرژ شود یم یساز مدل یبرنول -لریاو

سرعت  شیافزا دارد. یخط ییرایو م یرخطیغ یاساساً سخت

و  دهد میرا کاهش  ستمیس داریدامنه پاسخ حالت پا ال،یس

که  دادنشان  جی. نتادهد میپاسخ را گسترش  داریناپا هیناح

 یرخطیغ یاتصال چاه انرژ یبرا تیموقع نیوسط لوله بهتر

 کیتحت تحر دهنده انتقال الیس دوسرگیردارلوله  کیبه 

پرش پدیده  [00]پویا سروی و الهامی  است. یخارج ای دوره

تصادفی را در تیر غیرخطی یکسرگیردار مغروق در آب مورد 

های پرش و  وتحلیل قرار دادند. نشان دادند پدیده تجزیه

شونده است. برای  پرش تصادفی در مود اول از نوع سخت

سنجی نتایج تحلیلی از روش عددی رانگ کوتای  صحت

رفتار  [02]سرپرست و همکاران  نمودند. استفادهمرتبه چهار 

در  یمتحرک محور یرهایت یکینامید یداریو پا یارتعاش

 کیدر  کیسکوالاستیو هیپا یکوچک که بر رو اسیمق

 جینتاوتحلیل قرار دادند.  مورد تجزیه ،یحرارت-رطوبت طیمح

 یساز نهیبه یبرا یدیمف اریمع قیتحقحاصل از 

 باشد. می دهیچیپ یطیمح طیمتحرک در شرا یها ستمینانوس

 یها لوله کرویم یکینامید یداریپا [03]الیخ و همکاران 

تنش  یتئور با استفاده از دهند یرا انتقال م الیکه ستابعی 

مداوم  طور به کروی. دو لوله مبررسی نمودندشده  زوج اصلاح

. معادلات شوند میمتصل  گریکدیبه  کیفنر الاست قیاز طر

و سپس با روش  استخراج لتونیبر اساس اصل هم یارتعاش

 های سرعته کنشان داد  جینتا حل شده است. نیگالرک

 انیشاخص گراد شیبا افزا یعیطب های فرکانسو  یبحران

 یساز مدل کردیو رو شده ارائه جینتا .یابد می شیافزا

 یها و بهبود عملکرد جاذب یطراح یبرا تواند یم یشنهادیپ

قرار  مورداستفاده ییایردریز یها سازه یبرا یرخطیارتعاش غ

 .ردیگ

های غیرخطی تیر یکسرگیردار مغروق در  در این مقاله پدیده

سیال، با یک جرم متمرکز تحت اثرات جریان هارمونیک آب 

گیرد. معادله دیفرانسیلی حاکم  وتحلیل قرار می مورد تجزیه

گرفتن سه جمله غیرخطی و اثرات  بر سیستم با در نظر

شود. با استفاده از روش بالانس  سازی می جریان سیال مدل

هارمونیکی پاسخ معادله غیرخطی تعیین و پاسخ فرکانسی و 

دهد پدیده  شد. پاسخ فرکانسی نشان می نیرویی رسم خواهد

ای که سیستم دارای  ، ناحیهدوشاخگیپرش در بین نقاط 

دهد. همچنین در پاسخ نیرویی  گانه است رخ می پاسخ سه

دهنده احتمال  دهد که نشان سیستم پدیده پرش رخ می

وجود آشوب در پاسخ تیر است. در هر دو منحنی پاسخ 

فرکانسی و نیرویی، حل تحلیلی با حل عددی مقایسه 

یگر دارند. برای گردد که نتایج تطابق بسیار خوبی با یکد می

 [5]های مقاله  سنجی مطالعه حاضر، نتایج با داده صحت

مقایسه گردید که در بیشترین حالت اختلاف کمتر از پنج 

 درصد مشاهده گردید.

های غیرخطی اثرات مختلفی بر روی پاسخ  هریک از جمله

ت باعث خواهد شد پدیده برآیند این اثرا کهفرکانسی دارند 

پرش در مود اول از نوع سخت شونده باشد. همچنین پاسخ 

فرکانسی در مودهای بالاتر نشان داد پدیده پرش در مودهای 

 شونده است. دو تا چهار از نوع نرم

پاسخ زمانی و منحنی فاز سیستم در نقطه دوشاخگی که 

دهد، بررسی شد. نتایج  پدیده پرش به سمت بالا رخ می

دهد پاسخ سیستم دارای  حاصل از منحنی پونکاره نشان می

بینی است که  بنابراین قابل پیش است؛ بسیارینقاط پایداری 

با افزایش دامنه تحریک در پاسخ تیر غیرخطی یکسرگیردار 

های این  از نوآوری تحت جریان سیال، پدیده آشوب رخ دهد.

 با پایینبه بالا و  پرش  دهیپد یبررسبه  توان یممطالعه 

ی عدد وبالانس هارمونیکی   یلیتحل های از روش استفاده

 یکدیگر بادو روش  سهیو مقا کوتای مرتبه چهار-رانگ

 مود پرش در چهار دهیمطالعه پد ،جینتا یگذار صحه منظور به

و  یجمله دوشاخگ از یرخطیغ یها دهیجامع پد یاول، بررس
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 پوانکاره و نگاشت ،یفاز، پاسخ زمان یها یآشوب در منحن

 اشاره نمود.

 معادلات حاکم بر حرکت و حل تحلیلی آن -2

که غیرخطی آن ناشی از  موردمطالعهتیر یکسرگیردار 

به نمایش درآمده است. عمق  1هندسه تیر است در شکل 

از انتهای تیر  dکه در فاصله  Mو جرم متمرکز با  l1سیال با 

هدف از طراحی و ساخت . اند شده  دادهقرار دارد، نشان 

های مغروق در آب تحمل بار ناشی  ه ها و ساز ها، دکل ستون

منظور انطباق مدل  از جرم متمرکز است؛ بنابراین به

موردمطالعه با واقعیت تیر مغروق با در نظر گرفتن جرم 

گیرد. ضخامت تیر در مقایسه با  متمرکز موردمطالعه قرار می

 شکل ییرتغنابراین از طول آن بسیار نازک فرض شده، ب

کرد. با  نظر صرف توان میبرشی و اینرسی پیچشی تیر 

شده، معادله حاکم بر ارتعاشات عرضی تیر  فرضیات انجام

 یردار با جرم متمرکز تحت تحریک گستردهگیرخطی یکسرغ

 :[5 و 3-0]( قابل بازنویسی است 0معادله ) صورت به

(1) 
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)که  , )w t جابجایی عرضی تیر، دهنده نشانl s  

جرم متمرکز بر  M،جرم تیر mبعد تیر، یبطول قوس 

dروی تیر در نقطه l  ،𝛿 ،تابع تغییرات دیراکEI 

سختی خمشی تیر و  ,H t  .تحریک خارجی استc  

باعث پایداری پاسخ خواهد شد. که  باشد میضریب میرایی 

همچنین برای در نظر گرفتن اثرات بین سازه و آب با جرم 

 ، میرایی از نوع ویسکوزیته فرض شده است.مخصوص 

( مشتق نسب به مکان ‘( نماد ) 0در معادله )  و نماد    

مشتق نسبت به زمان  ( .) t 1در شکل باشد.  می   جرم

 .[5]دهد  مخصوص سیال را نشان می

 
 تیر یکسرگیردار با جرم متمرکز تحت (: 1) شکل

 تحریک جریان سیال
 :باشد میزیر  صورت بهیردار گشرایط مرزی تیر یکسر

(2) 
 

گلرکین معادله دیفرانسیلی معمولی که فقط بر اساس روش 

وابسته به زمان است با استفاده از شکل مود اول خطی تیر 

آید. در واقعیت شکل مود تیر  می دستیردار به گیکسر

غیرخطی معادله  های جملهغیرخطی است اما به دلیل آنکه 

از  توان میحاکم بر ارتعاشات تیر ضعیف فرض شده است 

دیفرانسیلی معمولی   معادله استخراج شکل مود خطی برای

 استفاده نمود.

(3) 
 

که  iq t  یافته سیستم و  یمتعممختصات i   شکل

 محاسبه قابلم تیر یکسرگیردار است که از رابطه زیر ا  i-مود

 است:

(4) 

 

 های معادله فرکانسی  یشهر 

 .اند شدهآورده  0هستند که چهار ریشه اول معادله در جدول 

 یردارگ فرکانسی تیر یکسر  های معادله یشهر(: 1)جدول 

 4 3 2 0 مود

1 cos cos 0   

0 at 0

0 at

w w s

w w s l

     
0

, qi i
i

w t t




  

 

 

cos cosh

cos cosh
sin sinh

sin sinh

i i i

i i
i i

i i

x

l l

l l
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𝛽 8150/0 6040/4 8548/1 0054/01 

)Hاست که تابع تحریک ) روشن ,t) نیز بر اساس شکل )

 :شود میداده  بسط یرتمود 

(5) 
 

( h(t)فرض شده است که تیر تحت تحریک هارمونیک )

 .باشد می

(6)  

فرکانس  دامنه تحریک معین و  در معادله فوق، 

 تحریک است.

بعدسازی زمان و دامنه پاسخ، فرضیات   برای بی

 
1 2

2 1     و
 

1 2

2 1  


  در نظر گرفته  

 خطی و فرکانسجمله  که  است. شده  
3

0g A l g EI بعد است. گرانشی بی جمله 

( و اعمال اصل 0( در معادله )5( و )3معادلات ) جایگذاریبا 

صورت زیر نتیجه  تعامد مدها، معادله حاکم بر سیستم به

 شود: می

(1) 
         

       

2

1

2 3

1 2 3 cos



  

  

   

q t q t c q t q t q t

q t q t q t P t
 

محاسبه است،  قابل (7)از روابط معادله  (8) ضرایب معادله

دهد  را نشان می (1)عددی ضرایب معادله  مقادیر 2جدول 

[5]. 

(7) 

 

 شوند: تعریف می( 03-0روابط )در  5تا1 ضرایب

(8) 
 

(9) 
 

1 1
2 2

2 0
0 0 0

2

0
0

d g d d

g d

  



  







     

  

 

(10) 

 

(11)  

(12) 
 

که
mC  در داخل سیال ضریب اینرسی جرم

m mK C ،

M mAl شده است در نظر گرفته. 

 (1ضرایب عددی معادله )(: 2)جدول 
p 

3 
2 

1 c مود 

2/1 0/1 03205/1 14403/0 12/1 0 
2/1 0/1 254602/0 188285/1 12/1 2 
2/1 0/1 254602/0 05815/01 12/1 3 
2/1 0/1 100106/0 10068/20 12/1 4 

 گردد مییستم، فرض بر سبرای حل معادله غیرخطی حاکم 

بنابراین ؛ [04]وجود دارد  معینی در تحریک فاز اختلاف

 صورت بهمعادله ارتعاشی برای یک سیستم میرا را  توان می

 زیر نوشت:

(13) 

 

a1  وa2 شود می. فرض باشند میی تحریک معادل ها دامنه 

صورت به تحریکدامنه  
1 2

2 2

1 2 P a a است  برقرار 

 :شود میتقریب اول، پاسخ زیر در نظر گرفته  عنوان به. [04]

(14)  

 نظر صرف( و 04در داخل معادله ) (14)با جایگذاری معادله 

از جملات شامل  cos 3 t،  پاسخ فرکانسی تیر

 :شود مینتیجه  (15)معادله  صورت بهیکسرگیردار 

(15) 

 

 و بحث تایجن -3



0F

22 EI Al 

 
1

1

5


     d

     
0

,  




 i
i

H t h t

   0 cos h t F t

2

1 3 1

2

2 4 2

0
3 5 2 2 2

2

,

  

  

  






 

p

p

F
p P

mAl

1

1
2

1
0

2 2

0



  

  



 



m m

d

C k d

 

 1

2
1

2

3
0 0

2
2

0 0

2

0



 



 

   

  

  






 
  

 

 



m m

d d

C k d d

d

1
2 2

4
0

      d

     

       

   

2 2

1 1

3

2

1 2

cos

cos sin

 

 

 

 

   

   

q t q t c q t

q t q t q t q t

q t P t

a t a t

 1 0 cos q a t

 

 

2

2 2 3

0 2 1 0

2 2

0

3
1

4
 

  
     

  

  

a a

a c P
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 آب جریان اثرات تحت متمرکز جرم با یکسرگیردار غیرخطی تیر در آشوب و پرش های پدیده مطالعه

 

 2/ شماره 18/ دوره 1011مکانیک هوافضا/ سال 

پاسخ فرکانسی حاصل از حل تحلیلی روش  (15)معادله 

 پارامتر زمان که در آن باشد میبالانس هارمونیکی  t  از

( مستقل از 06شده، به عبارتی معادله ) پاسخ تحلیلی حذف

ی پدیده پرش را میسر  مطالعهزمان است. این معادله 

که برای بررسی پاسخ زمانی و منحنی فاز  یدرصورتنماید  یم

 باشد. ینم استفاده قابلمحدودیت داشته و 

پاسخ فرکانسی تیر غیرخطی را نسبت به  2منحنی شکل 

دهد  فرکانس تحریک با دو روش تحلیلی و عددی نشان می

اند نتایج حل تحلیلی در  مقایسه شده [5]که با نتایج مرجع 

شده یک تابع ضمنی  با خط پیوسته نشان داده 2شکل 

با حل  ( نتیجه خواهد شد. 06باشد که با رسم معادله ) می

مستقیم معادله غیرخطی دیفرانسیلی حاکم بر ارتعاشات تیر 

( با استفاده از روش عددی، پاسخ بر اساس 1یکسرگیردار )

های حاصل  گردد. مقایسه پاسخ فرکانس تحریک استخراج می

نشان  2در شکل  [5]با نتایج مقاله  عددیاز حل تحلیلی و 

دهد نتایج تطابق خوبی با هم داشته و اختلاف در  می

پدیده غیرخطی  2در شکل  بیشترین حالت پنج درصد است.

دهد. به دلیل  پرش در مود اول تیر یکسرگیردار رخ می

متمایل شدن منحنی پاسخ به سمت راست نمودار، جنس 

پرش از نوع سخت شونده خواهد بود. در پدیده پرش سخت 

رکانس تحریک پرش به سمت پایین شونده با افزایش ف

 تحریک)کاهش دامنه نوسان( و برعکس با کاهش فرکانس 

پرش به سمت بالا )افزایش دامنه تحریک( خواهیم داشت. 

های پرش به  که به ترتیب پدیده 2نقاط یک و دو در شکل 

دهند، نقاط دوشاخگی نامیده  پایین و بالا را نشان می

گانه نام دارد و  ناحیه پاسخ سه شوند. ناحیه بین این نقاط، می

گانه رفتار  تیر غیرخطی ممکن است در ناحیه پاسخ سه

( با 1پاسخ معادله ) 2منحنی شکل  آشوبناک داشته باشد.

باشد. در ادامه  در نظر گرفتن هر سه جمله غیرخطی می

های غیرخطی بررسی و باحالت خطی  تأثیر هریک از جمله

های  ن منظور هریک از جملهتیر مقایسه خواهد شد. برای ای

علت فیزیکی  شوند. گذاری می نام 3غیرخطی در جدول 

پدیده پرش، کاهش انرژی در نقاط دوشاخگی است. تیر 

تمایل دارد در مسیری نوسان نماید که دارای حداقل انرژی 

 باشد. 

 
پاسخ فرکانسی تیر غیرخطی یکسرگیردار تحت  (:2) شکل

 (1تحریک هارمونیک مربوط به رابطه )

 ○○○ پاسخ عددی ،─── پاسخ تحلیلی

 [5]نتایج مربوط به مرجع 

 های غیرخطی جمله(: 3)جدول 

 معادلهجمله مؤثر در  علامت نام جمله غیرخطی

 (I) اینرسی   2

1 q t q t 

 (II) اینرسی   2

1 q t q t 

 (III) هندسی 3

2 q t 

غیرخطی  اثرات هریک از پارامترهای 3در منحنی شکل 

اند. جنس پدیده  اینرسی و هندسی با یکدیگر مقایسه شده

شونده  از نوع نرم (I)پرش در اثر جمله غیرخطی اینرسی 

مشخص است تنها جمله  3. همچنان که در شکل باشد می

 باشد که مایل به سمت چپ است. می (I)غیرخطی 

که ناشی از غیرخطی  (III)و  (II)های غیرخطی  جمله

و هندسی هستند مایل به سمت راست نمودار  اینرسی

شوندگی پدیده پرش تیر  باعث سخت بنابراینهستند 

پاسخ فرکانسی تیر با سه  (IV)منحنی  3در شکل  شوند. می

 (IV)بارتی منحنی دهد. به ع جمله غیرخطی را نشان می

، (I)( است که سه پارامتر غیرخطی 1پاسخ تحلیلی معادله )

(II)  و(III) های غیرخطی  در سیستم صورت یکجا دارد. به

مشاهده  های خطی قابل دهد که در سیستم پدیدهایی رخ می

پاسخ فرکانسی غیرخطی  3در شکل  (V)نیست. منحنی 

 های غیرخطی است. بدون در نظر گرفتن جمله
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 های غیرخطی مقایسه اثرات هریک از جمله (:3) شکل

پاسخ فرکانسی تیر غیرخطی  0در منحنی شکل 

شده  یکسرگیردار مغروق در آب در چهار مود اول بررسی

پرش در مودهای دو تا چهار برخلاف مود اول  پدیدهاست. 

به سمت چپ متمایل است بنابراین پدیده پرش در مودهای 

شونده  باشند. در پدیده پرش نرم شونده می دو تا چهار نرم

برخلاف پرش سخت شونده با افزایش فرکانس تحریک پرش 

به سمت بالا است و با کاهش فرکانس تحریک پرش به 

 ود.سمت پایین خواهد ب

تقویت  (I)با افزایش مد تیر اثر جمله غیرخطی اینرسی 

شود پدیده  باعث می (I)بنابراین اثر جمله غیرخطی ؛ شود می

شونده  پرش تیر یکسرگیردار در مودهای دو تا چهار نرم

تر  باشند. همچنین با افزایش شماره مود تیر، پدیده پرش نرم

گانه به  شود به عبارتی تمایل منحنی در ناحیه پاسخ سه می

 یابد. سمت چپ نمودار افزایش می

و پدیده دوشاخگی با استفاده از حل تحلیلی  5در شکل 

در نقطه  تحریکشده است. با افزایش دامنه  عددی بررسی

پدیده پرش به سمت بالا و با کاهش دامنه  5شکل  (0)

بنابراین ؛ دهد تحریک پدیده پرش به سمت پایین رخ می

45/0=P شود که  بینی می یک نقطه بحرانی بوده و پیش

حل عددی  پدیده آشوب در پاسخ تیر غیرخطی رخ دهد.

رانگ کوتای مرتبه چهار قادر نیست پاسخ سیستم را در 

گانه )محدوده نقاط بین یک و دو( تعیین کند.  محدوده سه

 نقاطگانه و  تواند مرز ناحیه پاسخ سه این روش فقط می

مقایسه حل  5و  2های  دوشاخگی را نشان دهد. در شکل

کل در ش دهد. تحلیلی با حل عددی صحت نتایج را نشان می

 صحتحل عددی با حل تحلیلی مقایسه شد که نتایج،  2

توان با استفاده  شده را نشان داد. حال می های استفاده روش

( را نسبت به 1از روش عددی پاسخ معادله دیفرانسیلی )

 زمان بررسی کرد.

 
مقایسه پاسخ فرکانسی تیر غیرخطی در چهار  (:4) شکل

 مود اول

 
 دوشاخگی پدیدهبررسی (: 5) شکل

 ○○○، پاسخ عددی ───پاسخ تحلیلی 

پاسخ زمانی تیر غیرخطی در مود اول  6در شکل 

 011شده است. در اثر تحریک دامنه نوسان تا زمان  بررسی

باشد ولی به دلیل وجود میرایی و  ثانیه افزایشی می

( دامنه نوسان 1های غیرخطی اینرسی در رابطه ) جمله
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 آب جریان اثرات تحت متمرکز جرم با یکسرگیردار غیرخطی تیر در آشوب و پرش های پدیده مطالعه

 

 2/ شماره 18/ دوره 1011مکانیک هوافضا/ سال 

( تمامی 1برای مطالعه عددی پاسخ معادله ) شود. کنترل می

ریک معرفی گردید. برای این جز فرکانس تح ضرایب به

 0/0( 01( الی )5منظور در ادامه برای تمامی نمودارهای )

که یکی از نقاط بحرانی بر روی منحنی پرش است،  

 انتخاب گردید.

سرعت پاسخ تیر غیرخطی بررسی  اگر دامنه پاسخ نسبت به

فازی را مشاهده نمود. مقایسه رفتار  منحنیتوان  شود می

تواند  ( در دو منحنی پاسخ زمانی و فاز می1سیستم معادله )

 های غیرخطی تیر شود. باعث درک بهتر پدیده

 
 پاسخ زمانی تیر غیرخطی یکسرگیردار در مود اول(: 6) شکل

 
یکسرگیردار در مود  غیرخطیمنحنی فاز تیر (: 7) شکل

 اول

با مطالعه رفتار تیر غیرخطی یکسرگیردار با جرم متمرکز 

توان پدیده آشوب را  تحت جریان سیال در منحنی فاز می

بینی نمود. مسیر منحنی فاز ابتدا با شروع حرکت  پیش

گرد با کاهش دامنه میل به همگرا شدن دارد  صورت ساعت به

زدیکی مرکز منحنی جهت حرکت تغییر نموده و ولی در ن

شود. در این تغییر سمت  گرد می حرکت مسیر پادساعت

گرد احتمال وجود پدیده  گرد به پادساعت حرکت از ساعت

 آشوب خواهد بود.

بعدی  ( در فضای سه1محل تلاقی پاسخ پیوسته معادله )

فازی با یک صفحه دوبعدی نگاشت پوآنکاره را نشان خواهد 

 کیعنوان  توان به را می 8در شکل  نگاشت پوآنکارهد. دا

بعد  کیکرد که  ریحالت تعب یبا فضا ایگسسته پو ستمیس

نگاشت  است. یاصل وستهیپ یکینامید ستمیتر از س کوچک

در  11تا  6های  های شکل پوآنکاره نیز همانند منحنی

موردبررسی قرار گرفته است.  0/0فرکانس تحریک بحرانی 

نتایج نگاشت پوآنکاره رفتار سیستم غیر سیکل حدی با 

بینی  دهد؛ بنابراین پیش شمار نقاط پایداری را نشان می بی

نظم و آشوبناک خواهد  شود رفتار سیستم غیرخطی، بی می

 بود.

 
 پوآنکارهنگاشت (: 8) شکل

با فرض 
1 2

2 2 r q q ( و مقایسهr نسبت به دامنه )

توان پدیده آشوب را بررسی کرد. در منحنی  ( میPتحریک )

( 1پدیده آشوب تیر غیرخطی با استفاده از رابطه ) 9شکل 

که در شکل مشخص است رفتار  همچنانشده است.  بررسی

( rبررسی گردیده است. پاسخ ) 51این تیر تا دامنه تحریک 
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شود که در اصطلاح این  وارد رفتار نامنظمی می =1/2Pدر 

نامند. به دلیل وجود  رفتار نامنظم را پدیده آشوب می

های میرایی در رابطه تیر، آشوب در سیستم کنترل  جمله

 همگرا خواهد شد. =02P( در rشود بنابراین پاسخ ) می

 
 (1تیر غیرخطی معادله ) آشوبپدیده (: 9) شکل

( rهای غیرخطی در پاسخ ) با بررسی اثر هریک از جمله

توان نتایج جالبی را در منحنی پدیده آشوب مشاهده  می

غیرخطی هندسی  اثر جمله 11نمود. در منحنی شکل 

  3

2q t تنهایی بر روی منحنی آشوب بررسی  به

( 1های غیرخطی اینرسی در رابطه ) شود )از جمله می

 نظر شده است(.  صرف

 
( بدون 1غیرخطی معادله ) تیرپدیده آشوب (: 10) شکل

 های غیرخطی اینرسی در نظر گرفتن جمله

مشخص است  9با شکل  11همچنان که از مقایسه شکل 

پس  دهد. های تحریک مختلفی رخ می پدیده آشوب در دامنه

(، پدیده 11)شکل  =31Pاز همگرا شدن پاسخ در نقطه 

دهد که این پدیده دوشاخگی در نقطه  رخ می دوشاخگی

34P= شوند. وارد پدیده آشوب می 

 گیری نتیجه -0

در این مقاله تیر غیرخطی یکسرگیردار مغروق در سیال، با 

جرم متمرکز تحت اثرات جریان هارمونیک آب مورد یک 

وتحلیل قرار گرفت. معادله حاکم بر مشتقات معمولی  تجزیه

تیر با سه جمله غیرخطی با استفاده از روش گلرکین 

استخراج و اثرات جریان سیال بر روی آن محاسبه گردید. با 

استفاده از روش بالانس هارمونیکی، پاسخ معادله غیرخطی 

های پاسخ  های دوشاخگی و پرش در منحنی و پدیدهتعیین 

فرکانسی و نیرویی بررسی شد. منحنی پاسخ فرکانسی نشان 

های پرش به بالا و پایین در بین نقاط دوشاخگی،  داد پدیده

دهند.  گانه است رخ می ای که سیستم دارای پاسخ سه ناحیه

همچنین در پاسخ نیرویی سیستم نیز پدیده پرش رخ 

دهنده احتمال وجود آشوب در پاسخ تیر  ه نشاندهد ک می

است. در هر دو منحنی پاسخ فرکانسی و نیرویی حل تحلیلی 

با حل عددی مقایسه گردید که نتایج تطابق خوبی با یکدیگر 

های غیرخطی اثرات مختلفی بر روی  هریک از جمله داشتند.

شوند که  پدیده پرش دارند که برآیند این اثرات باعث می

ه پرش در مود اول، سخت شونده باشد. همچنین پاسخ پدید

فرکانسی در مودهای بالاتر نشان داد رفتار پدیده پرش در 

شونده   مودهای دو تا چهار متفاوت با مود اول بوده و نرم

 هستند.

پاسخ زمانی و منحنی فاز سیستم در نقطه دوشاخگی که 

حاصل داد بررسی شد. نتایج  پدیده پرش به سمت بالا رخ می

از منحنی پوآنکاره نشان داد پاسخ سیستم دارای نقاط 

بینی بود که با  پایداری بسیاری است؛ بنابراین قابل پیش

افزایش دامنه تحریک در پاسخ تیر غیرخطی یکسرگیردار 

تحت جریان سیال پدیده آشوب رخ دهد. این بررسی نشان 

داد که جمله غیرخطی هندسی مؤثرترین عامل در ایجاد 

 باشد. ده آشوب در پاسخ تیر میپدی
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In the analysis of many offshore structures such as oil columns and 
structures, oil rig abutments and towers surrounded by water, the 
cantilever beam model is usually used. These models usually bear the 
weight of a concentrated mass, and the response amplitude of these 
structures is of particular importance during design. In this paper, a 
nonlinear beam immersed in a fluid with a concentrated mass under the 
effects of the harmonic flow of water has been studied. Using the 
harmonic balancing method, the response of a nonlinear beam with three 
nonlinear terms is determined in the first four modes. Examination of the 
frequency response by analytical solution and numerical simulation 
shows that the jump phenomenon occurs in the triple response zone 
between the bifurcation points. The jump phenomenon is hardening in the 
first mode and softening in the second to fourth modes. Each of the 
nonlinear sentences has different effects on the vibrational behavior of 
the system and the jump phenomenon. The behavior of the beam in the 
state space along with the time response and Poincaré mapping shows 
that the path of the phase curve has different stability points. Finally, the 
phenomenon of chaos in the nonlinear beam was studied. At the 
bifurcation points, the behavior of the system is chaos, and the geometric 
nonlinear sentence has the most effective effect on the response disorder. 
Investigating the jump phenomenon using analytical and numerical 
methods and comparing the two methods with each other to validate the 
results, study the jump phenomenon in the fourth mode, comprehensive 
study of nonlinear phenomena such as bifurcation and chaos in phase 
curves, time response, poincaré, and mapping, are an innovation in the 
field of the immersed nonlinear beam. 

How to cite this article: 

P. Sarvi, A.N.Oskouei, A. Omidi. Study 
of phenomena of jump and chaos in a 
non-linear beam with concentrated 
mass under the effects of water flow. 
Journal of Aerospace Mechanics. 2022; 
18(2):157-167. 

 
 

Keywords: 

Nonlinear beam 

Nonlinear vibrations 

Jump phenomenon 

Chaos phenomenon 

 

 

 

 

 

https://maj.ihu.ac.ir/
https://orcid.org/0000-0002-9799-275X
https://orcid.org/0000-0003-0243-4892
https://orcid.org/0000-0002-9428-0036


 

 

 


