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 مقدمه -1

ناشی از  وارید یو تنش برش سیال انیسرعت جر یریگ اندازه

مانند کنترل  یم مهندسومختلف عل یها نهیدر زم سیال

 یها بدنه کینامیآئرود جریان سیال در خطوط لوله،

 ستیزی ها چهیدر ،یباد یها نیو تورب های هوایی سازه

بسیار از کاربردهای دیگر حائز و  یکیکرومکانیم یپزشک

 انیجرتشخیص  یسنسورها .[3-0]باشد  اهمیت فراوانی می

اندازه  لیبه دل یکیکروالکترومکانیم ستمیبر س یمبتنسیال 

و  و وضوح بالا تیحساس ،یکم و مصرف انرژ نهیکوچک، هز

بوده و سودمند  یکیالکترون یبا مدارها یکپارچگی تیقابل

در این  .[3, 4]مورد توجه بسیار از محققان قرار گرفته است 

 لیتشک یاجزا نیاز مهمتر یکیبه عنوان  رهایکروتیممیان، 

تحت اثر  یکیکروالکترومکانیم های ستمیس دهنده 

 زمیکه با توجه به مکان کنند یم عمل یمختلف یها محرک

 یکی یو مصرف کمتر انرژ نانیاطم تیبالا، قابل ییساده، کارا

با توجه به . [8-8] باشد یها م آن نیو پرکاربردتر نیاز مهمتر

 یکیکروالکترومکانیمها در تجهیزات  کاربرد گسترده این سازه

ها تحت تأثیر نیروهای  مطالعه رفتار ارتعاشی این سازه

های مختلف مورد توجه قرار گرفته است  گوناگون از جنبه

[9-00] . 

اندازه را  به یرفتار وابستگ فیتوص تیقابل ک،یکلاس هینظر

در  نیبنابرا ،[03, 02] کوچک ندارد اریهای بس در سازه

مانند الاستیک  کیرکلاسیغ های هینظرهای اخیر  سال

غیرموضعی، تنش کوپل، نظریه گرادیان کرنش، نظریه تنش 

کوپل اصلاح شده و غیره برای در نظر گرفتن اثر اندازه 

به  [08]. یونیس و نایفه [01-04]پیشنهاد شده است 

ارتعاش غیرخطی میکروتیر تحت اثر میدان الکتریکی بررسی 

با در نظر گرفتن کشش صفحه میانی پرداختند. برنس و 

با در نظر گرفتن تحریک دو طرفه میکروتیر  [09]همکارش 

 با استفاده از نیروی الکترواستاتیک به بررسی رفتار سیستم

در نزدیکی فرکانس رزونانس پرداختند. اندخشیته و 

 یبررسبرنولی به -بر اساس تئوری تیر اویلر [21]همکاران 

 کیالکترواستات یهدفمند، تحت بارگذار یها ریکروتیرفتار م

بر ولتاژ  ینوع شرط مرز ریتأثپرداختند. در مطالعه آنها 

گورسی و همکارانش  شده است. یبررس زین ریکروتیم پولین

استفاده از روش تفاضل محدود به بررسی حرکت  با [20]

استاتیکی میکروتیر در خلأ بعد از ناپایداری استاتیکی 

با استفاده از تئوری  [22]پرداختند. بارتا و همکارانش 

رمن به بررسی اثرات میدان الکتریکی کا-صفحه وون

ای بر روی ارتعاش و ناپایداری میکروتیرهای مقطع  حاشیه

 ریکروتیم کی یرخطیرفتار غمربعی نازک پرداختند. 

توسط نیکپوریان و همکاران  هیاول یانحنا یدارا رداریدوسرگ

مطالعه  رافسون وتنین یبا استفاده از روش عدد [23]

بر  کیزوالکتریپ کیاثر اندازه و تحر. در مطالعه آنها گردید

 یآن مورد بررس یعیو فرکانس طب ریکروتیم یکیپاسخ استات

 کیزوالکتریپ کیکه تحر شدقرار گرفته و نشان داده 

مورد  ستمیس یکیاستات یداریباند دوپا میتنظ یبرا تواند یم

 .ردیاستفاده قرار گ

برای حالتی که میکروتیر در داخل سیال ارتعاش نماید، به 

های شیمیایی و بیولوژیکی،  عنوان مثال در میکروسنسور

مترها و  ها، میکرو ویسکوزیته میکرورزوناتورها، میکروسویچ

ن مترها، نیروی ناشی از سیال ساکدانسیته میکرو

کننده میکروساختار به صورت نیروهای اینرسی و  احاطه

گردد که اثر خود را به  میراکننده در معادلات ظاهر می

. [24]صورت جرم و میرایی افزوده سیال نشان خواهند داد 

ی که تاکنون در مقیاس میکرو به بررسی اثر سیال تحقیقات

بر ساختار پرداخته شده عمدتاً محدود به بررسی اثر سیال 

به  [28]. نیک و همکارانش [21-23]ساکن بوده است 

بررسی تجربی تأثیر فاصله سطح و ساختار از همدیگر بر 

روی ارتعاش میکروتیر در هوا و چند سیال با چگالی نزدیک 

سازی ضرایب جرم و دمپینگ افزوده  هم پرداخته و با معادل

ها بر پاسخ سیستم پرداختند. چون و  به بررسی اثرات آن

با استفاده از نتایج تجربی به بررسی صحت  [29]همکارانش 

های مورد استفاده در تحلیل فرکانسی میکروتیر مغروق  روش

سیالات نیوتنی در سیال پرداخته و نشان دادند که برای 

نظر کرد. کورایم و شراحی  توان از اثر ویسکوزیته صرف می

به مقایسه رفتار میکروسکوپ نیروی اتمی در معرض  [31]

جریان سیال و هوا پرداخته و تأثیر چگالی و ویسکوزیته 

سیال را بر جرم و میرایی افزوده بررسی کردند. گلزار و 

به بررسی رفتار دینامیکی و ناپایداری  [30]همکاران 

میکروتیر تحت اثر نیروی الکترواستاتیک و سیال ویسکوز 
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با استفاده  [32]ناپذیر پرداختند. جباری و همکارانش  تراکم

از تئوری تنش کوپل اصلاح شده به بررسی رفتار میکروتیر 

گرفتن اثرات اندازه ور در سیال ساکن با در نظر  غوطه

پرداخته و نشان دادند که با در نظر گرفتن پارامتر مقیاس 

یابد. منتظونی و  اندازه فرکانس ارتعاشی کاهش می

ور گیردار غوطه کسرارتعاشات آزاد صفحه ی [33]همکارانش 

را با در نظر گرفتن اثر جرم افزوده  سکوزیو ریغدر سیال 

های ارتعاشی ها همچنین مشخصهمورد بررسی قرار دادند. آن

های طول به عرض مختلف برای صفحه  را به ازای نسبت

های خود را با اطلاعات آورده و یافته به دستور در آب غوطه

 آزمایشگاهی و عددی مقایسه نمودند.

در برخی از کاربردها، میکروتیرها در تماس با سیال متحرک 

های موجود در زمینه حل  هستند که با توجه به پیچیدگی

معادلات مربوط به سیال متحرک تحقیقات کمتری در این 

. علاوه بر این، نتایج [31-34]زمینه انجام پذیرفته است 

نظر گرفتن سه پارامتر  که در دهد مطالعات قبلی نشان می

 هیدر نظر و اثرات مشتق اول و دوم کرنش یلمشخصه طو

با  سهیتر در مقا دقیق جییکرنش اصلاح شده به نتا گرادیان

در واقع انجامد.  کلاسیک می یها هیتنش کوپل و نظر هینظر

تئوری تنش کوپل حالت ساده شده تئوری گرادیان کرنش 

است که در آن از چرخش به جای کرنش برای به دست 

. بر این اساس، [38]آوردن تانسور انحنا استفاده شده است 

در این مقاله ارتعاشات وابسته به اندازه در میکروتیر 

یکسرگیردار واقع در معرض جریان سیال با استفاده از 

تئوری گرادیان کرنش بهبود یافته مورد بررسی قرار 

ت با استفاده از اصل گیرد. معادلات حاکم بر حرک می

 ،یبرنول-لریاو ریتهمیلتون و مد نظر قرار دادن سه تئوری 

هایپربولیک به دست آمده است.  ریو ت موشنکویت ریت

های اعمالی از طرف جریان سیال به صورت  همچنین، نیروی

دو مؤلفه نیروی لیفت و نیروی هیدرودینامیکی در نظر 

در پل غیرخطی -ادله ونگرفته شده و اثر آن با استفاده از مع

در معادلات لحاظ شده است. با اعمال روش گالرکین، 

سازی شده و پاسخ سیستم به  معادلات حرکت گسسته

صورت عددی تعیین شده است. پس از صحت سنجی مدل 

های  ارائه شده، تأثیر سرعت جریان سیال و پارامتر اندازه

این های ارتعاشی  کوچک بر روی پاسخ دینامیکی و مشخصه

 ها مطالعه شده است.  سیستم

 معادلات حاکم بر حرکت -2

مدل ریاضی میکروتیر یکسرگیردار واقع در معرض جریان 

نشان داده شده است. میکروتیر  1سیال خارجی در شکل 

باشد. همچنین،  می hو ضخامت  b، عرض Lدارای طول 

 ρو  Eمدول الاستیک و چگالی میکروتیر به ترتیب برابر 

 باشد.  می

 
هندسه میکروتیر یکسرگیردار واقع در معرض  (:1)شکل  

 جریان سیال خارجی 

 کرنش اصلاح شده انیگراد یتئور -2-1

 [39]فلک و هاچینسون  مرتبه بالا توسط یها کرنش یتئور

سه پارامتر اثر اندازه  یتئور نیدر اتوسعه داده شده است. 

 نیا قتیکه در حق شود یم یمعرف وچکک یها اسیدر مق

به ابعاد  کرویم اسیرفتار ماده بوده که در مق انگریپارامترها ب

 . دارند یماده بستگ

بر طبق این تئوری، انرژی کرنشی برای ماده ایزوتروپیک 

 :[41]شود  خطی الاستیک به صورت زیر بیان می
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که در روابط فوق
ij ،تانسور تنش

ij  ،تانسور کرنش
i 

بردار گرادیان اتساع،
ij ،تانسور گرادیان چرخش متقارن

ijk تانسور گرادیان انحراف کشیدگی و
ip، 

ijm و
ijk 

باشند. های مرتبه بالا می تنش
ij نشان دهنده تانسور دلتای

کرونکر بوده و
ipqe باشد.     نماد جایگشتی می 

و های تانسور تنش کلاسیک علاوه بر این، مؤلفه

به صورت زیر تعریف  mو p،بالا-بهتانسورهای تنش مرت

 :[40]شوند  می

(8) 2ij mm ijij     
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ثوابت مادی وابسته به اندازه  2و 0،1که در آن ثوابت

هستند که به ترتیب بستگی به بردار گرادیان انحراف، تانسور 

گرادیان کشش انحرافی و تانسور گرادیان چرخش بوده و در 

ثوابت  و شوند. در نظر گرفته میتحقیق حاضر برابر

 لامه هستند. 

 میکروتیر و سینماتیک آنمدل  -2-2

که در  یماندن صفحات عمود بر محور خنث یفرض عمود باق

دارد توسط تئوری تیر تیموشنکو وجود  یبرنول-لریاو یتئور

های برشی مرتبه بالا اصلاح شده است. بر این  یا سایر تئوری

های مختلف در نظر گرفتن اثر همزمان  اساس، تفاوت تئوری

یچشی در معادلات حاکم تغییرشکل برشی و ممان پ

باشد. در تئوری تیر تیموشنکو هر صفحه عمود بر تار  می

ماند. ولی  می  خنثی بعد از تغییر شکل به صورت صفحه باقی

در تئوری تیر هایپربولیک هر صفحه عمود بر تار خنثی بعد 

شود. بر اساس  از تغییر شکل به صورت منحنی تبدیل می

  های میدان ای، مؤلفه فحهها و با فرض حرکت ص تئوری تیر

 :[42]توان نوشت  جابجایی میکروتیر را به صورت زیر می
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 جابجایی عرضی و wجابجایی محوری، uدر روابط فوق

)باشد.  دوران خمش کل تار خنثی تیر می )H z  معرف

(، EBTهای مختلف تیر مانند تئوری تیر اویلر برنولی ) تئوری

( و تئوری تیر هایپربولیک TBTتئوری تیر تیموشنکو )

(HBTمی )  باشد و در تحقیقات توابع مختلفی برای آن ارائه

) . به عنوان نمونه[43-43]شده است  ) 0H z   برایEBT ،

( )H z z  برایTBT  و   ( ) sinh cosh 1 2H z h z h z  

 شود. در نظر گرفته می HBTبرای 

 دهد: ( نتیجه می3( تا )2( در روابط )01جایگذاری معادله )
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( در معادله 03( و )02از طرف دیگر، با جایگذاری معادلات )

صفر تانسور تنش کلاسیک به صورت -های غیر (، مؤلفه8)

 آید: زیر به دست می
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(08) ( )xz H z   
صفر -های غیر ( مؤلفه1( در رابطه )03با جایگذاری معادلات )

 شود: به صورت زیر بیان می ipتانسور مرتبه بالای
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( در 04همچنین به روش مشابه، با جایگذاری معادلات )

به  ijkصفر تانسور مرتبه بالای های غیر ( مؤلفه8معادله )

( 0( در معادله )09)-(08با جایگذاری روابط ) آید. دست می

 و اعمال عملگر تغییرات خواهیم داشت:
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 که در معادلات بالا
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های جابجایی انرژی جنبشی  همچنین، با توجه به میدان

 آید: میکروتیر به صورت زیر به دست می
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 ( در رابطه فوق خواهیم داشت:01با جایگذاری معادله )
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برای استخراج معادله حرکت از اصل همیلتون استفاده 

 شود: شود. این اصل به صورت زیر بیان می می

(31)  
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t

t
K U W dt     

کار انجام شده  Wانرژی کرنشی میکروتیر، Uکه در آن

باشد. با  انرژی جنبشی می Kنیروهای خارجی وتوسط 

( و اعمال 31( در رابطه )28( و )22)-(09جایگذاری روابط )

عملگر ریاضی تغییرات، معادلات حاکم بر رفتار ارتعاشات 

 آید: عرضی میکروتیر به صورت زیر به دست می
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)که در آن , )f x t  نیروهای خارجی کل وارد بر میکروتیر

باشد  باشد که نیروهای القائی ناشی از جریان سیال می می

شود. شرایط  که در ادامه به بیان این نیروها پرداخته می

 آید: دست میمرزی به صورت زیر به 
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)که در آن  )iN باشند.  های نیرو می نشان دهنده منتجه 

 نیروهای القائی ناشی از جریان سیال -2-3

با در نظر گرفتن ارتعاشات القائی ناشی از سیال، نیروی 

 ( بیان شده است از دو33خارجی سیال که در معادله )

، که Df، و میرایی هیدرودینامیک،Lfقسمت نیروی لیفت،

شود. با  شود، تشکیل می در راستای عرضی به تیر اعمال می

و همکاران  فاچینتیتوجه به مطالعات انجام شده توسط 

 شوند: این نیروها به صورت زیر بیان می [48]

1 الف(       -33) ( , )
( , )

2
D D f

w x t
f x t C Dv

t



 


 

21             ب(-33)
( , ) ( , )

4
L L ff x t C Dv q x t   

قطر هیدرولیکی معادل،  Dکه در آن 
f ،چگالی سیالv 

سرعت جریان سیال خارجی و
DC باشد و  ضریب میرایی می

باشد. در تحقیق حاضر  مقدار آن وابسته به عدد رینولدز می

مقدار
DC  و مقدار  2/0برابر

LC  که ضریب لیفت بوده برابر

). اگر[48]شود  فرض می 3/1 , )q x t  تابع ضریب کاهش

رفتار ناحیه ویک را به  صورت نیاباشد، در   یافته لیفت

 :[48]توان بیان نمود  در پل می صورت معادله ون 
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که در آن 
dF  نیروی اعمالی ناشی از طرف سیال بر سازه

ضریب دمپینگ جریان سیال اضافه شده است که  است و 

وابسته به ضریب درگ متوسط بوده و مقدار آن معمولاً 

.[48]باشد  می  0.3برابر
s باشد: ها می فرکانس گردابه 
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قطر هیدرولیکی معادل بوده و Dکه در آن 
tS بعد  عدد بی

باشد و مقدار آن با توجه به هندسه سطح  استروهال می

. در این مدل، اندرکنش [41]شود  مقطع جسم تعیین می

شود. با  بین سیال و سازه با استفاده از مؤلفه نیرو اعمال می

 [48]توجه به تئوری ارائه شده توسط فاچینیتی و همکاران 

ای که معرف این نیروهاست و با نتایج تجربی  بهترین رابطه

 باشد: نیز سازگاری قابل قبولی دارد به صورت زیر می
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12Pهای تجربی  که پس از برازش داده  آید.  به دست می 

( نیروی کل خارجی 33( و )34روابط )با در نظر گرفتن 

به تیر به  Vاعمال شده از طرف جریان سیال با سرعت

 شود: صورت زیر بیان می

(39)             ( , ) ( , ) ( , )D Lf x t f x t f x t   

 حل معادلات حاکم -3

با توجه به غیرخطی و کوپل بودن معادلات حاکم بر حرکت، 

ابتدا با استفاده از روش گالرکین معادلات حاکم 

سازی شده و سپس با استفاده از روش حل عددی به  گسسته

شود. همچنین، به منظور  استخراج پاسخ زمانی پرداخته می

های طبیعی سیستم، از تبدیل فوریه سریع  تعیین فرکانس

شود. بر اساس روش گالرکین و در  پاسخ زمانی استفاده می

میکروتیر یکسرگیردار، پاسخ  نظر گرفتن شرایط مرزی

 شود: فرضی معادلات حرکت به صورت زیر در نظر گرفته می
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( تا 43روابط )( 38( و )33)-(30با جایگذاری در معادلات )

با اعمال روش گالرکین به . در ادامه، داشتخواهیم ( 43)

توان به فرم  ، معادلات حاکم بر حرکت را می(43)معادلات 

 dماتریس جرم، Mدر آنکه  بیان نمود (48)ماتریسی 

)ماتریس میرایی،  Cبردار جابجایی، )CK d  ماتریس سفتی

غیرخطی و
GK ماتریس سفتی خطی متناظر و( )F d  بردار

باشد. با در نظر  نیروهای خارجی اعمالی بر سیستم می

12Nگرفتن ( 48، معادله ماتریسی،)3 1N  معادله 

با حل  گذارد. دیفرانسیل غیرخطی کوپل را در اختیار می

کوتای مرتبه -عددی معادلات فوق با استفاده از روش رانگ

پاسخ سیستم و منحنی تابع پاسخ فرکانسی استخراج و  4

های طبیعی  سپس با استفاده از تبدیل فوریه فرکانس

در ادامه تأثیر پارامترهای مختلف بر  شود. سیستم تعیین می

 گیرد.  رفتار سیستم مورد مطالعه قرار می
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(48)              . . ( ) . ( )C GMd Cd K d K d F d     

 بررسی نتایج -4

در این قسمت به بررسی تأثیر نیروهای الکترومغناطیس و 

جریان سیال خارجی بر رفتار ارتعاشات غیرخطی میکروتیر 
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(، EBTهای تیر اویلر برنولی ) یکسرگیردار بر اساس تئوری

( و تئوری تیر هایپربولیک TBTتئوری تیر تیموشنکو )

(HBTپرداخته می )  شود. از مقادیر مشخصات هندسی و

 ی زیر در استخراج نتایج استفاده شده است:مکانیک
-3 -367GPa, 2450 kg.m , 0.33, 1000 kg.m

3μm, 200μm, 50 μm, 4μm

fE

h L b g

     

   

بعد به صورت همچنین، در ارائه نتایج از فرکانس طبیعی بی
2L A EI بعد به صورت ، خیز بیw h   و

uبعد سیال  سرعت بی vL A EI شود.  استفاده می 

 سنجی نتایج صحت -4-1

کردن از  نظر صرفسنجی با  در این تحقیق به منظور صحت

اثرات جریان سیال خارجی، نتایج تحلیلی با نتایج موجود 

شود. به منظور اعتبار سنجی نتایج حاضر،  مقایسه می

 1.44میکروتیر یکسرگیردار از جنس اپوکسی با مدول یانگ 

GPa 1000، چگالی kg.m
مطابق مرجع  µm 17.6 و طول 3-

های  در نظر گرفته شده است. در این مرجع فرکانس [48]

برنولی بر مبنای تئوری گرادیان -طبیعی یک میکروتیر اویلر

0کرنش محاسبه گردیده است. با فرض 1 2   ،

2b h  20وL h  های طبیعی عرضی اول  نتایج فرکانس

 50و  µm 20برای دو ضخامت متفاوت  1دول تا سوم در ج

µm  بر تطابق خوب نتایج  جینتاارائه شده است. مقایسه

درصد  2دلالت دارد و حداکثر خطای بین نتایج کمتر از 

به دست آمده از حل  جینتا 2 در جدولباشد. همچنین،  می

 اند. شده سهیبا هم مقا[ 31و ] [49]جع امر جیحاضر و نتا

نتایج تحقیق حاضر برای میکروتیر  3همچنین، در جدول 

های تجربی  با نتایج تست HBT  یکسرگیردار بر اساس تئوری

شود   مشاهده می جینتا سهیاز مقا شده است. سهیمقا [32]

ه را ب یشگاهیآزما جیتواند نتا ینم کیتئوری کلاس که

کرنش اصلاح  انیاما تئوری گراد دینما ینیب شیپ یدرست

با فرضیات تئوری هایپربولیک، تطابق قابل قبولی با شده 

. لازم به ذکر گذارد های تجربی را در اختیار می نتایج تست

 یسخت شوندگ تیکرنش خاص انیاست که تئوری گراد

آن  جیپارامتر اثر اندازه، نتا مناسب داشته و با انتخاب

کند و به  پیدا می یشگاهیآزما ی با نتایجهمخوانی قابل قبول

ازای
0 2.36  20و برای ضخامت میکروتیر کمتر از µm 

باشد و با افزایش ضخامت  درصد می 2حداکثر خطا کمتر از 

مقدار  دیبا یابد. بنابراین، میکروتیر این خطا کاهش می

به  یمناسب برای پارامتر اثر اندازه مشخص گردد. از طرف

پارامتر اثر اندازه کار دشواری  قیدست آوردن مقدار دق

شده تا پارامتر اثر اندازه  یپژوهش سع نیلذا در ا ،باشد یم

 نیبهتر های کمتر در طول مقداری انتخاب گردد که

 نیداشته باشد. ذکر ا یشگاهیآزما جینتارا برای  ینیب شیپ

 افزایشبا  گردد ینکته لازم است که همانطور که مشاهده م

شده و  بیشترکرنش  انیاثر تئوری گراد ر،یتمیکروضخامت 

 کمتر یشگاهیتئوری و آزما نیا جینتا نیاختلاف ب یبه عبارت

  انیتوان گفت، بکار گرفتن تئوری گراد ی. در کل مگردد یم

و تئوری  یشگاهیآزما جینتا نیکرنش اصلاح شده شکاف ب

 2در شکل  ./نانو پر نموده استکرویم اسیرا در مق کیکلاس

تأثیر ولتاژ اعمالی به میکروتیر بر حداکثر خیز انتهای 

و  EBT ،TBTمیکروتیر با در نظر گرفتن سه تئوری مختلف 

HBT .و در غیاب جریان سیال خارجی نشان داده شده است 

زمانی نقطه انتهایی میکروتیر به همچنین در این شکل پاسخ 

ازای مقادیر مشخصی از ولتاژ اعمالی نیز نشان داده شده 

شود که حداکثر خیز و فرکانس طبیعی به  است. مشاهده می

 ای باهم دارند. دست آمده با سه تئوری اختلاف قابل ملاحظه

نتایج سه فرکانس طبیعی عرضی اول در مقایسه : (1)جدول 

 .[48]با نتایج مرجع 

 [48مرجع ] نتایج حاضر (µmضخامت ) شماره مود

 04/333 14/328 21 اول

 19/3333 41/3331  دوم

 43/9409 18/9402  سوم

 23/012 34/010 31 اول

 39/838 10/833  دوم

 43/0812 34/0198  سوم

بعد برای  طبیعی اول بی  مقایسه فرکانس: (2)جدول 

های ساده در دو انتها و ضخامت  گاه میکروتیر با تکیه

h=20µm. 

 تحقیق حاضر [01] [01] شرایط مرزی

 8813/9 8898/9 8898/9 های ساده گاه تکیه

 3124/22 3133/22 3133/22 های گیردار گاه تکیه

 3014/3 3099/3 3081/3 آزاد-گاه گیردار تکیه
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 تأثیر جریان سیال خارجی -4-2

منحنی تغییرات حداکثر دامنه نوسانات نقطه انتهای 

سرعت جریان سیال خارجی و برای سه  برحسبمیکروتیر 

نشان داده شده است. همانطور که  3تئوری در شکل 

مشخص است سه تئوری باعث جابجاشدن موقعیت ناحیه 

شود.  شدگی و تغییر در حداکثر دامنه در میکروتیر می قفل

شود که سازه تحت ارتعاشات اجباری ناشی  این امر باعث می

تر وارد ناحیه شکست   از سیال در اثر پدیده خستگی سریع

شود تئوری   مشاهده می 3شکل شود. با توجه به نتایج 

HBT1.7شدگی را ، ناحیه قفل 3.5u  کند  بینی می پیش

که در آن دامنه نوسانات میکروتیر ناگهان به شدت افزایش 

یابد، اما در ناحیه قبل و بعد از آن، دامنه نوسانات  می

باشد. علاوه بر این، نتایج نشان  میکروتیر بسیار ناچیز می

بینی شده با استفاده  دهد که حداکثر دامنه نوسانات پیش می

، 1.64به ترتیب برابر  HBTو  EBT ،TBTهای  از تئوری

شدگی  آید. در نواحی قبل از قفل به دست می 1.55و  1.59

درجه نیروی لیفت با جابجایی  91به علت اختلاف فاز 

میکروتیر، دامنه نوسانات کاهش یافته و نیروی ناشی از 

ن سیال اثر میرایی بر پاسخ داشته و باعث کاهش شدید جریا

الف نشان  4شود که این نتیجه در شکل  دامنه نوسانات می

شدگی این است که در  داده شده است. علت وقوع پدیده قفل

شدگی ضریب لیفت و جابجایی هم فاز بوده  ناحیه قفل

ب( و در نتیجه نیروهای حاصل از جریان سیال،  4)شکل 

 شوند. یتی داشته و باعث افزایش بیش از حد دامنه میاثر تقو

شدگی اندازه ضریب لیفت بزرگتر از سایر  در ناحیه قفل

باشد و با توجه به اثر تقویتی آن با نیروهای  نواحی می

  گردد. اینرسی میکروتیر، باعث رشد سریع دامنه نوسانات می

 
 

 [32]های تجربی مرجع  تئوری تیر هایپربولیک تحقیق حاضر با نتایج تستبرای مقایسه فرکانس طبیعی اول میکروتیر : (3)جدول 

ضخامت 

میکروتیر 

(µm) 

 (Hzاولین فرکانس طبیعی )

تئوری 

 کلاسیک

نتایج تجربی  تئوری گرادیان کرنش اصلاح شده

[01] 1h  1.5h  2h  2.36h  )% خطا( 

0/2 2/021 3/028 3/030 8/033 (30/0  )8/034   8/038 

2/3 4/043 8/043 0/048 4/031  (11/1  )4/033  8/034 

2/3 2/093 3/098 1/210 1/231  (83/1 )2/213 3/218 

1/01 8/321 2/331 3/338 4/343 (42/1  )9/343   4/341 

1/03 3/491 8/493 8/491 4/310 (04/1  )3/313  1/314 

 
  تأثیر سه تئوری مختلف تیر بر روی پاسخ دینامیکی میکروتیر مقایسه: (2)شکل 
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-تأثیر سه تئوری مختلف تیر بر منحنی جابجایی: (3)شکل 

 سرعت میکروتیر تحت تأثیر جریان سیال خارجی

 
 )الف(

 
 )ب(

 
 )ج(

تأثیر سرعت جریان سیال بر پاسخ زمانی نیروی : (4)شکل 

 لیفت و جابجایی میکروتیر به ازایی دو سرعت مختلف

 5uو )ج(  2u ، )ب(1u)الف( 

های فازی و نگاشت  پاسخ نقطه انتهایی، منحنی 0در شکل 

بعد  های بی پوانکاره برای میکروتیر یکسرگیردار به ازای سرعت

0.0u ،0مختلف سیال خارجی  . 1u،  2.6u و

3.1u  .نشان داده شده است 

شود که در غیاب جریان  مشاهده می الف 0با توجه به شکل 

بعد  خارجی سیال پاسخ میکروتیر به صورت نوسانی با دامنه بی

باشد. با توجه به نوسانی بودن پاسخ، در  می 0.013ثابت 

منحنی نگاشت پوانکاره تنها یک نقطه وجود دارد و منحنی 

باشد.  یفازی در این حالت به صورت یک مسیر بیضوی شکل م

در چنین شرایطی جرم افزوده ناشی از سیال اثر گذاشته که 

شود.  این امر باعث کمتر شدن فرکانس نوسانات میکروتیر می

در این حالت به علت کم بودن سرعت نوسانات میکروتیر 

نظر  ( اثرات اینرسی سیال ناچیز و قابل صرفالف 0 )شکل

های پایین  است. با افزایش سرعت جریان سیال و در سرعت

سیال، جریان سیال اطراف میکروتیر از نوع بسیار آهسته و یا 

باشد. با جریان پیدا کردن سیال اطراف تیر،  خزشی می

کارمن بر اثر فشار منفی در پشت تیر به صورت  های ون گردابه

متقارن ایجاد شده و سبب وارد کردن نیروهای لیفت بر 

شوند.  ارتعاشات تیر میمیکروتیر شده و در نتیجه باعث افرایش 

های  شود که در سرعت مشاهده می ب 0با توجه به شکل 

شود که  پایین سیال جریان سیال اطراف میکروتیر باعث می

دامنه نوسانات با گذشت زمان در ابتدا کاهش یافته و سپس 

شود. در سرعت  افزایش یافته و به مقدار ثابتی همگرا می

0.1u همگرا  0.042بعد به مقدار  دامنه نوسانات بی

شود. در چنین شرایطی رفتار سیستم به صورت شبه  می

پریودیک بوده و در نگاشت پوانکاره چندین نقطه متفاوت 

وجود دارد. با افزایش بیشتر سرعت سیال، نیروهای اینرسی 

باشند. این  نمینظر کردن  سیال بزرگتر شده و دیگر قابل صرف

های بالاتر دامنه ارتعاشات   شود تا در سرعت امر باعث می

سیستم به صورت ناگهانی افزایش یافته و دوباره نوسانات 

پاسخ سیستم به ازای  ج 0سیستم پایدار شود. در شکل 

2.6u شود  نشان داده شده است. همانطور که مشاهده می

 شود.  شدگی نامیده می عت سیال، ناحیه قفلاین محدوده از سر
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 )الف(

 
 )ب(

 
 )ج(

 
 )د(

بعد مختلف  های بی های فازی و نگاشت پوانکاره برای میکروتیر یکسرگیردار به ازای سرعت پاسخ نقطه انتهایی، منحنی: (0)شکل 

 3.1uو )د( 2.6u)ج(  ،0.1u، )ب(0.0uسیال خارجی )الف(

 

شدگی، افزایش بیشتر سرعت  در ناحیه بعد از ناحیه قفل

سیال باعث کاهش دامنه نوسانات شده و دامنه حالت پایدار 

های قبل کاهش یافته و در  سیستم بر خلاف حالت

رسد. در این حالت  تر به صفر می های بسیار بزرگ سرعت

رفتار سیستم آشوبناک بوده و در منحنی نگاشت پوانکاره 

 د0ی با پراکندگی نامنظم وجود دارد که در شکل نقاط زیاد

 قابل مشاهده است. 

های بالاتر  شود که در سرعت مشاهده می 3با توجه به شکل 

سیال به علت غالب بودن نیروی میرایی هیدرودینامیک، 

دامنه نوسانات سیستم به شدت کاهش یافته و به سمت 
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کند. به منظور بررسی دقیق رفتار سیستم در  صفر میل می

های بالای سیال  تأثیر سرعت 6های بالاتر، در شکل  سرعت

بر روی پاسخ زمانی و فرکانسی نشان داده شده است. با 

های بالای سیال  شود که سرعت مشاهده می 6توجه به شکل 

تنها باعث افزایش میرایی سیستم و کاهش دامنه نوسانات 

 های نوسانات سیستم تأثیرگذار نیست.  ده و بر فرکانسش

 

 
های بالای سیال بر روی منحنی  تأثیر سرعت: (6)شکل 

 پاسخ زمانی و پاسخ فرکانسی میکروتیر 

های کوچک بر فرکانس  تأثیر پارامتر اندازه 7در شکل 

0.2uنوسانات میکروتیر به ازای    است. با نشان داده شده

های کوچک  شود که پارامتر اندازه توجه به نتایج مشاهده می

شوندگی در سیستم شده و فرکانس  باعث ایجاد رفتار سخت

دهد و اثر آن با افزایش طول میکروتیر  نوسانات را افزایش می

 mm 10به ازای طول  یابد.  به عنوان مثال کاهش می

0میکروتیر، با افزایش h  فرکانس نوسانات از  3.0به  0.0از

40 Hz  143.3به Hz یابد که نشان دهنده افزایش  افزایش می

این   برابری فرکانس طبیعی و تأثیر قابل ملاحظه 2.6حدود 

باشد.  های ارتعاشی میکروتیرها می پارامتر بر مشخصه

شود با افزایش طول میکروتیر،  همانطور که مشاهده می

های کوچک  طبیعی کاهش و تأثیر پارامتر اندازههای  فرکانس

کاهش یافته که دلیل آن کاهش سختی سازه و کاهش اثر 

 باشد. پارامتر اندازه با افزایش طول میکروتیر می

 
های کوچک بر فرکانس  تأثیر پارامتر اندازه: (7)شکل 

0.2u در حالتنوسانات میکروتیر   

فرکانس نوسانات میکروتیر واقع در معرض  8در شکل 

0.5uجریان سیال خارجی به ازای    و به دست آمده با

نشان داده شده  HBTو  EBT ،TBTاستفاده از سه تئوری 

 است. 

 
فرکانس نوسانات میکروتیر واقع در معرض : (8)شکل 

0.5uجریان سیال خارجی به ازای   و به دست آمده با

 HBTو  EBT ،TBTاستفاده از سه تئوری 

برنولی -شود که تئوری اویلر با توجه به نتایج مشاهده می

بینی  های طبیعی را بیشتر از دو تئوری دیگر پیش فرکانس

کردن از اینرسی دورانی سطح  نظر صرفکند که علت آن  می

های  باشد. تئوری تیر تیموشنکو فرکانس مقطع تیر می

کند ولی به  بینی می پیش HBTنوسانات را بیشتر از تئوری 

و  TBTفرکانس طبیعی دو تئوری  ازای مقادیر بزرگتر طول،

HBT شوند. دلیل بیشتر بودن  تقریباً برهم منطبق می

ک و تیموشنکو این است فرکانس طبیعی تئوری هایپربولی
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های طبیعی  که ممان اینرسی دورانی جرمی بر فرکانس

باشد و علت این امر افزایش انرژی  کننده می دارای اثر نرم

جنبشی میکروتیر و به دنبال آن افزایش جرم مؤثر سازه بوده 

برای  که باعث کاهش فرکانس طبیعی شده و این امر

با افزایش طول  باشد. می  تیرهای ضخیم قابل ملاحظه

های دورانی کاهش یافته و بنابراین  میکروتیر، تأثیر اینرسی

نتایج سه تئوری به سمت منطبق شدن به یکدیگر میل 

فرکانس نوسانات میکروتیر واقع در  4در جدول  کنند. می

0.5uمعرض جریان سیال خارجی به ازای   و به دست

بر مبنای  HBTو  EBT ،TBTآمده با استفاده از سه تئوری 

 انیتنش کوپل اصلاح شده و گرادسه تئوری کلاسیک، 

20Lبه ازای  اصلاح شده یکرنش mm ،2 . 3 6h  

شود که فرکانس طبیعی  نشان داده شده است. مشاهده می

ده از تئوری کلاسیک کمتر از مقادیر بینی شده با استفا پیش

طبیعی به   تئوری گرادیان تنش کوپل اصلاح شده و فرکانس

دست آمده از تئوری گرادیان تنش کوپل اصلاح شده کمتر 

از فرکانس طبیعی تئوری گرادیان کرنش اصلاح شده 

های متناظر با  باشد. دلیل این امر، در نظر سختی می

ی کشش انحراف انیتانسور گراد وانحراف  انیگرادتانسورهای 

شود سختی معادل کل  باشد که باعث می در معادلات می

 سازه نسبت به دو تئوری دیگر بیشتر تخمین زده بشود.

( برای میکروتیر Hzهای طبیعی ) فرکانس: (4)جدول 

تنش کوپل  ک،یکلاس یتئوریکسرگیردار بر مبنای سه 

 اصلاح شده یکرنش انیاصلاح شده و گراد

 تئوری غیرکلاسیک 

 کلاسیک تئوری تیر
تنش اصلاح 

 شده

کرنش اصلاح 

 شده

 13/32 11/48 23/43 برنولی-اویلر

 19/44 83/40 93/38 تیموشنکو

 23/32 90/29 14/28 هایپربولیک

 گیری نتیجه -0

های ارتعاشی و رفتار دینامیکی  در این پژوهش، مشخصه

میکروتیر یکسرگیردار واقع در معرض جریان سیال خارجی 

با استفاده از تئوری گرادیان کرنش اصلاح شده مورد بررسی 

برنولی، تیر -قرار گرفت. همچنین، تأثیر سه تئوری تیر اویلر

مطالعه  ها تیموشنکو و تیر هایپربولیک بر رفتار این سیستم

تطابق تیر هایپربولیک آمده از مدل  به دست جینتاگردید. 

از خود نشان دادند و مشاهده شد که  یتجرب جیبا نتا یخوب

 جینتا نیفاصله ب تواند یکرنش اصلاح شده م انیتئوری گراد

اثر  های را با در نظر گرفتن پارامتر کیو تئوری کلاس یتجرب

تیر هایپربولیک رفتار  استفاده از تئوریاندازه بپوشاند. 

های دیگر داشته و به منظور  تری نسبت به مدل دقیق

تری  سازی رفتار دینامیکی میکروتیرها از دقت مناسب شبیه

های کوچک  باشد. علاوه بر این، پارامتر اندازه برخوردار می

شوندگی در سیستم شده و فرکانس  باعث ایجاد رفتار سخت

ثر این پارامتر در ابعاد کوچک دهد و ا نوسانات را افزایش می

 باشد.  میکروتیر بسیار حائز اهمیت می
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H I G H L I G H T S  G R A P H I C A L     A B S T R A C T 

 Hyperbolic beam theory provides 

more accurate results than Euler-

Bernoulli and Timoshenko theory. 

 Small size parameter causes 

hardening behavior. 

 Modified strain gradient theory 

reduces the difference between 

experimental results and classical 

theory. 
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An analytical study on fluid induced dynamics of cantilever microbeam is 
presented in this paper. Modified strain gradient theory has been used to 
consider the effect of small sizes. By considering the interaction between 
structure and fluid, the governing equations of motion are derived from 
hyperbolic beam theory. Governing equations of motion are discretized with 
the Galerkin method, and then the solution is found numerically. The 
dynamic response of the system and the amplitude-velocity curves of the 
fluid flow at different values of small size parameters and fluid flow velocity 
are determined and the effects of these parameters are examined. The 
results show that the hyperbolic beam theory provides more accurate 
results than classical Euler-Bernoulli and Timoshenko beam theories. Each 
of the three theories exhibits different lock-in regions and maximum 
amplitudes of the microbeam. It is also relevant to note that Euler-
Bernoulli's theory predicts natural frequencies more than the other two 
theories, which ignores the rotational inertia of the beam's cross-section. 
Timoshenko beam theory predicts higher oscillation frequencies than 
hyperbolic beam theory, however, when the length is increased, the natural 
frequencies for the two theories are almost identical. 
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