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 و روش یبردار یعملکرد روش بسط مرتبه بالا سهیمقا یدر این پژوهش، هدف اصل

 یبوستر است. برا عمودی مسئله فرود یبرا( SDRE) وابسته به حالت یکاتیمعادله ر

مختلف مرتبه بالا و  هایاز مراجع در رابطه با روش یمنظور ابتدا مرور کامل نیا

و نحوه  یبردار یسپس روش بسط مرتبه بالا وشده است  ارائه SDREروش  نیهمچن

شرح داده  SDREازآن، روش  شده است. پس ارائه نهیآن در مسائل کنترل به یریکارگ به

شده  با هر دو روش حل نیفرود بوستر عمود نش یبرا تیو در ادامه مسئله هدا شود‌یم

با  یمتنوع یها یساز هیمسئله، شب نیعملکرد هر دو روش در ا یابیمنظور ارز است. به

منظور، انحرافات  نیا یشده است. برا سازیادهیمختلف پ هیدر نظر گرفتن انحرافات اول

 های‌بیدر نظر گرفته شده است و تمام ترک یو عمود یدر ارتفاع، برد، سرعت افق هیاول

 ها‌سازیهیحاصل از شب جی. پس از مطالعه نتاشوند‌یم سازی‌هشبی ها‌انحراف نیمختلف ا

و دقت در نقطه فرود مورد  یعملکرد یها مختلف است، تفاوت یاجرا 3773 لکه شام

هیشب جینتا یآمار هایقرارگرفته است. به علاوه، با استخراج داده سهیو مقا یابیارز

روش بسط مرتبه  یقرارگرفته و برتر قیدق یهر دو روش مورد بررس تیفیک سازی

نشان داده شده است. به طور خاص نشان داده شده است که مقدار  یبردار یبالا

 نهیبه اندازه نصف تابع هز اًبیتقر یبردار یدر روش بسط مرتبه بالا نهیتابع هز نیانگیم
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 مقدمه -1

 یموردبررس یمختلف یها تیدر مأمور قیمسئله فرود دق

شده  به فرود کنترل توان یقرارگرفته است که از آن جمله م

 گر،ید اراتیس یبر رو یو انسان یعلم یها محموله

استفاده  تیپرتاب باقابل لیو وسا نیها به زم بازگرداندن آن

در  ساًبرها اسا فرود نرم بوستر ماهواره ییمجدد نام برد. توانا

 دارد ییبه سزا ریتأث ها نهیکاهش هز یبرا ییصنعت فضا

 کی یکیفرود آمدن در نزد اره،یس کیاکتشاف در  یبرا .[0]

 یریگ سوخت یها ستگاهیا ای گاهیپا ،یموردنظر علم تیسا

فرود  تیهدا روال کیاست که داشتن  یهیاست. بد یالزام

 ییفضاونقل  حمل یها رساختیز یاعتماد برا مقاوم و قابل

 کیبا  قیضرورت خواهد بود. هر مسئله فرود دق کی ندهیآ

که قرار است فرود صورت  یا مرحله ورود از جو به نقطه

 .شود یشروع م ردیگ

 های‌‌انواع روش ت،یدر مسئله هدا موردتوجهروش مرسوم  دو

 های‌‌هستند. روش SDRE روش نیبسط مرتبه بالا و همچن

 شوند یم سازی‌‌ادهیپ یرخطیغ سازی‌‌بسط مرتبه بالا با مدل

مسئله به روش  سازی مدل SDRE روش در که‌‌حال آن

 یدارا جهت نیازا SDRE است. روش یظاهر یساز یخط

فرود بوستر است که با اضافه کردن عبارات  لهدر مسئ تیاهم

با  ینام ریمس بیتعق ،یظاهر سازی‌‌یدر خط یرخطیغ

در  گر،ید ی. از طرفشود‌‌یانجام م یبالاتر اریبس تیفیک

توجه است که  انیشا یژگیو نیبسط مرتبه بالا، ا های‌‌روش

و  ریمس یطورکل به توان‌‌یم هیانحرافات اول یرگی‌‌با اندازه

کرد. در  نیگزیجا دیجد ریرا با مقاد نهیت بهیفرمان هدا

دو روش  نیا سهیو مقا یساز ادهیپژوهش پ نیادامه ا

 .ردگی‌‌یقرار م موردتوجه

مطالعه شده  نیماه نش یو فرود عمود تیمسئله هدا [2] در

را  نینش خیمر کیمقاله، فرود  سندگانینو [3] است و در

 های‌‌به لطف ظهور بوستر راً،اخی اما. اند‌‌موردتوجه قرار داده

 سو نیتوجهات به ا ن،یاستفاده مجدد عمود نش تیبا قابل

با حداقل  ریمس یطراح یبرا [4]جلب شده است. در 

ازدحام  یساز نهیفرود بوستر از روش به تیسوخت مأمور

مسئله  نیا [8] گر،ید قیه و در تحقشد ذرات بهره گرفته

 نیتر از مهم یکیشده است.  حل یفیبا روش شبه ط ماًیمستق

استفاده مجدد،  تیبوستر باقابل کی تیموضوعات در مأمور

 زدسته ا نیحل ا یفرود است. برا ریو استخراج مس یطراح

است که  یفیمشهور، روش شبه ط یها از روش یکیمسائل 

متفاوت  هیاز انواع مختلف با توابع پا یشامل گستره متنوع

 مرتبه بسط عنوان با را ها‌‌روش نیا توان‌‌یم یطورکل است. به

به  توان یدارند. ازجمله م ای‌‌گسترده تنوع که شناخت بالا

با  الااغتشاشات، روش بسط مرتبه ب یتئور کیروش کلاس

 ایو  یبردار یبسط مرتبه بالا ،یلیفرانسیاستفاده از جبر د

 در .بسط مرتبه بالا به روش توابع مولد اشاره کرد یساز ادهیپ

-لتونیهم یدر خصوص تئور یبحث مفصل و کامل [9]

آن،  های‌‌یژگیفاز و و یفضا کالیکانون لیو تبد یجاکوب
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جهت فرموله کردن مسئله و حل آن با کمک توابع مولد 

در خصوص توابع مولد در  یلیبحث تکممشده است.  ارائه

استفاده  ق،یتحق نیدر ا یشده است که تمرکز اصل هارائ [7]

 نیاست. در ا ییفضا کینامیحل مسائل د یبرا روش نیاز ا

 هیاول ریمقاد توان‌‌یکه با حل توابع مولد، م شده انیمقاله ب

مشخص  یشبه حالت مسئله را بر اساس پارامترها یرهایمتغ

 .( استخراج کردکیبه شکل پارامتر یعنی)

 نیچند شیحل مسئله آرا یجالب برا یکردیرو [8] در

 قیتحق نیشده است. در ا به کمک توابع مولد ارائه مایفضاپ

لات شرح حول نقطه تعادل معاد یرخطیروش بسط توابع غ

حل مسئله  یکه برا شود یشده است و مشخص م داده

 کی .افتیمشخص را  لوریت یسر کی بیضرا دیموردنظر با

بر  ییمسائل فضا تیمقاوم در هدا تیهدا یبرا گریروش د

 [6]در  یلیفرانسیجبر د یاساس روش بسط مرتبه بالا

مشابه  یروش [01]بار در  نای. است‌‌ شنهادشدهیو پ یبررس

شده است  یساز ادهیچند مثال مختلف پ یبرا یبا مراجع قبل

 ئلهمس کینامیکه استخراج معادلات حاکم بر د آن ی علاوه به

با روش  گر،ید ای‌‌شده است. در مطالعه موردنظر ارائه تیهدا

 ریبار مسئله موردنظر با مقاد نیا [00]در  یلیفرانسیجبر د

از  یکیمدل شده است.  شرانیپ یرویاندازه ن ی محدودشده

بسط مرتبه بالا و استفاده از  گریتوجه د جالب یکاربردها

ن مطالعه با در یآمده است. در ا [02] در یلیفرانسیجبر د

( با کیودی)پر ای‌‌مسئله دوره کینکته که در  نینظر گرفتن ا

 طیاز شرا یتوجه گستره قابل یاستفاده از بسط مرتبه بالا برا

دوره  کی یحل برا کیمسئله،  یو پارامترها هیاول

 یشده و ازآنجاکه حل معادلات فارغ از مقدار عدد استخراج

حل در  نیاست، ا معتبرمسئله  یو پارامترها هیاول طیشرا

 کی. ردیگ یمجدداً مورداستفاده قرار م زین دیشروع دوره جد

ط مرتبه بالا و استفاده از جبر از بس گریکاربرد متفاوت د

مطالعه شده که در  [03] در محاسبات آن، در یلیفرانسید

به  یاز نقطه لاگرانژ مایفضاپ کیآن مسئله موردنظر انتقال 

 مایکردن فضاپ یماه جهت متلاش بهخورد آن سمت ماه و بر

 زیمسئله ن ییو انحراف در زمان نها رییتغ یگاه.است

در حل  یا یپوش چشم رقابلیغ ریمحتمل است که تأث

 نیا [04]مسئله خواهد گذاشت. در  کینامیمعادلات د

 [08] در قیتحق کیموضوع موردمطالعه قرارگرفته است. 

 یرا برا یلیفرانسیجبر د یاستفاده از بسط مرتبه بالا تیمز

 ق،یتحق نیمسئله اجتناب از برخورد نشان داده است. در ا

 ریانحراف از مس ینبی‌‌شیپ زیجسم مختلف آنال شش یبرا

اغتشاشات ذکرشده با استفاده از بسط مرتبه  جهیمرجع درنت

 مطالعه در نیشده است. سپس ا انجام یلیفرانسیجبر د 4

احتمال برخورد با استفاده  قیتحق نیو در ا شده لیتکم [09]

 زیآنال نیبرآورد شده است. که ا کارلو تمون زیاز آنال

 یلیفرانسیجبر د یکارلو با استفاده از بسط مرتبه بالا مونت

 .شود‌‌یمحاسبه م

 یمتفاوت از بسط مرتبه بالا با عنوان بسط مرتبه بالا ینگرش

با در  [21]است. در  شده یمعرف [06-07]در  VHOE یبردار

 یرویمک نمانور با ک نهیبه تینظر گرفتن مسئله هدا

روش از ساختار  نیموردتوجه قرارگرفته است. ا آئرودینامیک

 یرهایمتغ یجهت انجام محاسبات با معرف ازیموردن یاضیر

. شده است سازی‌‌ادهیپ یاختصاص های‌‌تمیو الگور تیحساس

 یروش وابسته به حالت یکاتیاز روش معادله ر ستفادها

 اریبس ریاخ یها و محبوب است که در سال نیکارآمد، آنلا

  LQRروش برخلاف روش نیموردتوجه قرارگرفته است. ا

 یخط- به فرم شبه لیتبد که قابل یرخطیمسائل غ یبرا

. رود یها، به کار م در حالت یرخطیباشند با حفظ عوامل غ

قرار دادن  اریروش در اخت نیا اتیاز خصوص گرید یکی

 توان یوابسته به حالت است. درواقع م یوزن یها سیماتر

 یها ستمیبه س LQR از روش یمیتعم SDRE گفت روش

همه عوامل   SDREاست. در روش نیآنلا کردیبا رو یرخطیغ

به فرم  یرخطیغ ستمیحفظ شوند و س یستیبا یرخطیغ

 بیضرا یها سی( شامل ماترفرد منحصربه ری)غ یساختار خط

شاخص عملکرد  کیشوند، سپس  لیوابسته به حالت تبد

 تی. درنهاشود یم نهیکم یبا ساختار شبه مربع یرخطیغ

منظور به دست  به نیصورت آنلا به یجبر یکاتیمعادله ر

 نی. در اشود یحل م نهیبه به کینزد یآوردن قانون کنترل

شبه حالت با توجه به نقطه  ادلاتمع بیدرواقع ضرا تمیالگور

 گفت روش توان ی. مکند یم رییحالت تغ یموردنظر در فضا

SDRE به روش یادیشباهت ز LQR تفاوت که  نیدارد با ا

 رسونی، پ0692است. در سال  یرخطیغ یروش کنترل کی

 یها ستمیوابسته به زمان و حالت س یبند فرمول [20]

با افق  یرخطیغ نهیمرتبط با مسائل کنترل به یِرخطیغ
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کرد که  شنهادیپ نید و همچنکر شنهادیزمان محدود را پ

 یبرا LTI شبه ستمیس کیعنوان  به ،یرخطیغ یها ستمیس

در هرلحظه از زمان در  یرخطیغ نهیمسائل کنترل به بیتقر

 کینظر گرفته شود. سپس مسئله حاصل با استفاده از تکن

LQR مسئله شودحالت حل  یدر فضا یا صورت نقطه به .

حل حالت  عنوان راه چارچوب به نیدر ا زین تینها یزمان ب

وابسته به حالت در نظر  یکاتیر لیفرانسیماندگار معادله د

 .است شده گرفته

 یها کننده میتنظ یداریو پا نهیبه ریز نه،یبه یها یژگیو

 نهی)کنترل به ITHNOC مسائل یبرا SDRE یرخطیغ

در  سندهینو نی( توسط چندتینها یبا افق زمان ب یرخطیغ

 نیا نهیشیاند. پ گذشته موردمطالعه قرارگرفته یها دهه

 SDRE مشهور تمیالگور گردد، یبرم شیپ قرن میبه ن کرد،یرو

 ریتوسط کلات نهیزم نیدر ا شگامانهیپ یها مشارکت جهیتدرن

و  ریو کلات [28] ریمراسک و کلات [24-22] و همکاران

 یادیز تیاز دو دهه محبوب شیدر ب [29] در یاستنسبر

 [27]وک و ک یدر جامعه هوافضا به دست آورد. ورنل ژهیو به

را به  [20] رسونیتوسط پ شنهادشدهیکاربرد قانون کنترل پ

بازمان،  ریمتغ یرخطیغ یها ستمیاز س یتر یکل لاسک

قانون کنترل  یمجانب یداریپا ن،یگسترش دادند. علاوه بر ا

کوچک در اطراف مبدأ تحت  یاندازه کاف محدوده به کیدر 

 یبرا طیشرا حال، نینشان داده شد. باا فیخف یها تیمحدود

 ارلرکرد.  جادیا توان یبزرگ را نم اسیدر مق یمجانب یداریپا

که با  ییها ستمیس یاضیساختار ر [28] یو وادال

مسائل مربوط به  یشده بودند را برا کنترل  SDREروش

عملکرد درجه دوم،  یارهایبا مع یرخطیغ یها کننده میتنظ

معادله  کیها نشان دادند که حل  کردند. آن لیوتحل هیتجز

حل  راه کیبه  یابیدست یبرا یابزار (ARE) یکاتیر یجبر

  SDREاست. در اصل، ITHNOC مسئله یبرا نهیر بهیغ

 یو وابستگ شد یم یروش وابسته به زمان تلق کیعنوان  به

نشد. بنکس و  لیوتحل هیتجز ای دیصراحت تائ به حالت آن به

را  SDRE لیفرانسیاز معادلات د دبکیفرم ف کی [26]مهنا 

بر  یمشخص مرزهای تحت که دادند نشان و بردند به کار

که  (SDC) وابسته به حالت سیمشتقات توابع ماتر یرو

است و سپس  داریپا کنند، یم فیرا تعر یرخطیغ کینامید

را مطالعه کردند، اما در  یجبر SDRE کیحاصل از  دبکیف

اشتباه ادعا کردند که استفاده از کنترل  ها به مورد دوم، آن

 یحل به راه ،یرخطیغ میمسئله تنظ یبرا SDRE دبکیف

صورت  و هم به نهیصورت به که هم به شود یممنجر 

وجود  یا ساده یها است که متأسفانه مثال داریپا یسراسر

 ی. در حالت کل[30 ،31]ادعا در تضاد است نیدارد که با ا

 ریز تیخاص یدارا یدبکیف  SDRE ره،یصورت چند متغ به

 نهیبه یبرا نیاگیاست که شرط لازم پونتر یمطلوب نهیبه

 .شود یبودن همواره برآورده م

 فیدر ط ITHNOCمستقل حل مسائل  یبرا SDRE روش

 یها نهیزم نیو همچن یرخطیغ یاز کاربردها یا گسترده

 یمهندس زیمتنوع در علوم مختلف و ن اریبس یمطالعات

 ،یموشک یها به حوزه توان یکنترل بکار رفته است که م

ها و  ماهواره ن،یبدون سرنش ییهوا هینقل لیوسا ،ییمایهواپ

 یها ستمیس ،یخودروساز ها، ییایردریز ها، یشتک ماها،یفضاپ

و ...  کیربات ند،یکنترل فرا ،یپزشک ستیو ز یکیولوژیب

 .اشاره کرد

خودخلبان کانال  یطراح یروش برا نیاز ا [33 ،32] در

روش  نیا [34]شده است. در  جسم پرنده استفاده یطول

با  بیجسم پرنده چابک در ترک کیخودخلبان  یطراح یبرا

روش  نیاز ا نیمحقق [38]کاررفته است. در  به  ∞H روش

جسم پرنده  کی یبرا یدیبریخودخلبان ه کی یطراح یبرا

 [39]اند. در  استفاده کرده درنگ بلا صورت ههوا به هوا ب

جسم پرنده با کنترل دوگانه  کی یخودخلبان برا یطراح

 یوابسته به حالت موردبررس یها و کانارد( با وزن لی)ت

 یطراح یبرا یعموم کردیرو کی  [37] قرارگرفته است. در

مقاوم سه محوره  یرخطیموشک غ کیخودخلبان 

 یبرا تیقانون هدا کی  [36 ،38] است. در شده یمعرف

 کی [41] شده است. در توسعه دادهمختلف  یرهایمس

اجسام پرنده  یو کنترل برا تیهدا کپارچهیکاملاً  یطراح

خطا صورت  اریو انحراف مع نیانگیبهبود م یچابک، برا

موشک  کی یبرا تیهدا لتریف کی [40]گرفته است. در 

فعال و  یلاعات حسگرهااط ازبا استفاده  کیبالست یمایپ قاره

 .است شده یسمت، برد و ارتفاع طراح رفعالیغ

جسم  کیصورت  به مایفضاپ تیکنترل موقع [44-42] در

قرارگرفته است.  یموردبررس SDRE صلب با استفاده از روش

مافوق صوت  یمایفضاپ کی یانیفاز م تیهدا [48] در
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ماهواره با  یا هینرخ زاو نیتخم [49] شده است. در انجام

آمده از حسگرها  دست به یبردار یها یریگ استفاده از اندازه

کنترل چندعامله پرواز  [47]قرارگرفته است. در  ردمطالعهمو

 SDRE روش بیبا ترک مایفضاپ ایماهواره  نیچند

 .است شده یبررس

در  یلیتحل یبا کاهش بار محاسبات سندگانینو [46 ،48] در

 از روش دینوع کارآمد و جد کی یجبر یکاتیحل معادلات ر

SDRE  بر  یها تمرکز اصل پژوهش نیاند. در ا را ارائه کرده

وابسته به  بیضرا جادیا یتر برا کارآمد یروش یمعرف یرو

ت یحائز اهم یطراح هیحالت بوده است که در مراحل اول

جرم و  اریمثال مع کی یبر رو شده یرفمعاست. ابتدا روش 

ربات  کی یروش بر رو نیشده و در ادامه ا یساز ادهیفنر پ

و تحرک  یشده است که باعث چابک یساز ادهیپدو چرخ 

 .ربات شده است نیا شتریب

از دو روش مرتبه بالا و  یا هیاول یجا کاربرد و معرف نیبد تا

دو روش اگرچه  نیارائه شد. ا SDRE روش طور نیهم

عملاً متفاوت هستند.  یدارند، ول یساختار یها شباهت

است  ریمس بیروش تعق کی SDRE روش نکهیخصوصاً ا

مسئله  کیبه شکل  توانند‌‌یمرتبه بالا م های‌‌آنکه روش حال

شود که  فیمحدود تعر ییزمان نها نهیبه تیهدا ایکنترل 

مقاله هر دو روش  نی. در ادندیمق زین طیاز شرا یدر آن برخ

 ی‌‌سهیشده و مقا سازی‌‌ادهیبوستر پ یمسئله فرود عمود یبرا

بار  نیاول یبرا ژه،یو طور بهعملکرد دو روش ارائه خواهد شد. 

 سازی‌‌ادهیپ یبردار یپژوهش روش بسط مرتبه بالا نیدر ا

از  زین SDRE روش سازی‌‌ادهیپ یبرا نیشده است. همچن

 ،یبردار یمرتبط با روش بسط مرتبه بالا یاتیاضیر میمفاه

 شده استفادهمرتبه بالا  های‌‌و نگاشت یبسط بردار ازجمله

 .است

و  شده فیپژوهش، ابتدا مسئله موردنظر تعر نیادامه ا در

ازآن،  . پسشود یارائه م 2آن در بخش  یاضیر یساز مدل

ارائه  یبردار یبر روش بسط مرتبه بالا یمرور مختصر

مختصراً شرح داده  SDREروش  4و سپس در بخش  شود یم

 8در  سازی‌‌هیشب جینتا 9خواهد شد. سپس در بخش 

کارلو ارائه  مونت یساز هیشب نیهمچن ومختلف  یویسنار

پژوهش در بخش آخر  نیا دستاوردهای انیخواهد شد. در پا

 است. شده ارائه

 شرح مسئله -2

فرود بوستر مدنظر  ییفاز نها ی پژوهش، مسئله نیدر ا

بازگشت بوستر شامل  تی. مأمور(1)شکل  قرارگرفته است

روشن  یبا موتورها تواند می ها‌‌فاز نیاست. ا یمتعدد یفازها

 ق،یتحق نیاما در ا؛ خاموش در نظر گرفته شود ای

ه شد فرض. اند‌‌را مدنظر قرار داده یانیتنها فاز پا سندگانینو

 بوده، فعال همواره بوستر ‌‌مسئله، موتور نیا دراست که 

 یکنترل است. هدف ارضا قابل شرانیپ یرونی اندازه و جهت

خاطر  نی. به هماستبا دقت بالا در نقطه فرود  یینها طیشرا

 طیبا شرا نهیمسئله کنترل به کیبه شکل  تیمسئله هدا

 مدل خواهد شد. دیمق یینها

 
 [8]مراحل فرود بوستر  کیشمات ریتصو :(1)شکل 

 سازی هیشب یبرا یاضیمدل ر -1-2

 نیاست و زم یا پژوهش فرض شده است جسم ذره نیدر ا

 0بوستر به فرم معادله  کینامید یاضیتخت است. مدل ر

 است: شده ارائه

(0) 

 ̇     
 ̇     

  ̇   
 

 

  

√  
    

 
 

 

 

  

√  
    

 
 

  
 

 

  ̇   
 

 

  

√  
    

 
 

 

 

  

√  
    

 
   

  
 

 

 ̇        

مدل دینامیکی مسئله، در دستگاه متصل به زمین 

است که مرکز آن در نقطه فرود، محور اول آن  شده استخراج

و محور سوم آن به سمت پایین است. در این  به سمت راست
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به ترتیب برابر با برد و قرینه ارتفاع هستند.   و   رابطه، 

ی افقی و عمودی ها مؤلفهبه ترتیب    و    مشابه  طور به

برا و  آئرودینامیکنیروهای  ازآنجاکهبردار سرعت هستند. 

زاویه حمله در نظر  عنوان به  اند،  پسا در دینامیک دخیل

به ترتیب نیروی پیشران    و    است. همچنین  شده گرفته

، نرخ تغییرات      در راستای افق و عمودی است و متغیر 

متغیر اخیر، متغیر کنترلی مسئله  سهزاویه حمله است. این 

بر اساس شکل  مسئلهمیکی ی دیناساز مدلهدایت هستند. 

 .است شده انجام 2

 
 مسئله یکینامید یساز مدل :(2) شکل

 2بوستر است که با رابطه  بازمان، جرم متغیر  همچنین 

 :[8] شود مدل می

(2) 
 ̇   

 

      
 

  √  
    

  
برابر    ، معرف ضربه ویژه موتور و 321برابر     که در آن 

به ترتیب نیروی برا و   و   ، 0است. نهایتاً، در رابطه  80/6

 .[8] اندمدل شده 3پسا هستند که به شکل رابطه 

(3)   
 

 
        

    
       

 

 
   

  
 

 
       

      

 .شود یممحاسبه  4، به فرم رابطه  که در آن 

(4)   √  
    

  

اتمسفر است که با  یمعرف چگال ρعبارت  3در رابطه 

 دیشده است. با محاسبه COESA استانداردمدل 

مسئله از نوع  یکینامیکرد، اگرچه، مدل د خاطرنشان

 یروهایحضور ن لیاست، اما به دل ایمدل جسم ذره

حمله در نظر  هیزاو یراحالت ب ریمتغ ،آئرودینامیک

 یکنترل ریمتغ کیعنوان  آن به راتییشده و نرخ تغ گرفته

جاذبه  کننده انیب g، 0در رابطه  تاًیلحاظ شده است. نها

 شود. میارائه  8است که به فرم رابطه 

(8)     (
  

    
)
 

 

 کیلومتر، شعاع زمین است. 9378برابر    در این رابطه، 

است که در آن  شده گرفته [8]از  شده ارائه آئرودینامیکمدل 

 زیر هستند: سازی به شرحپارامترهای مربوط به مدل

(9) 

   
     

   
    

 

   
 

   
   

 

   
 

            

 حل مسئله فرود یبرا یاضیمدل ر -2-2

 سازی‌‌ادهیپ یبرا قیتحق نیا در ادامه 9تا  0از روابط 

منظور  اما به؛ فرود استفاده خواهد شد های‌یساز هیشب

بهره  ریز اتیاز فرض نهیبه تیو فرمان هدا ریاستخراج مس

 است: شده گرفته

 ا است.     جاذبه ثابت و برابر ب (0

 228/0و برابر      چگالی ثابت و برابر با  (2

 است. مترمکعبکیلوگرم بر 

 است.     جرم ثابت و برابر با  (3

مدل  عنوان به 0روابط دینامیکی ساده به فرم رابطه  جهیدرنت

 قرار خواهد گرفت. مورداستفادهمرجع برای حل مسئله فرود 

   که یدرحال
  

  

  
  و  

  
  

  
، متغیرهای علاوه بههستند.  

و اما پارامترهای مدل  شده فیتعر 7به شکل رابطه    و    

 باشند.   می 7مشابه قبل به فرم رابطه  آئرودینامیک

(7) 
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 7و  0در روابط  شده ارائهسازی مدل پیاده منظور بهاکنون، 

در نظر  8در تئوری کنترل بهینه، تابع هزینه به شکل رابطه 

 شود:گرفته می

(8) 

  
 

 
∫ (  

     
      

        
     

 )  
  

 

 

      
    (

   

 
)
 

 

       (
   

 
)
 

 

حل  منظور بهاست. نهایتاً    که در این مسئله زمان نهایی

این مسئله، باید شرایط اولیه و نهایی نیز تعیین شوند. این 

 :[8]اند شده انیب 6پارامترها در رابطه 

(6) 

                 
                   

   
        

 

 
    

  
 

 
 

   
       

 

 
    

     
 

 
 

                               

معرف شرایط   معرف شرایط اولیه و   در رابطه بالا زیروند 

برای حل مسئله کنترل بهینه جهت  بیترت نیا بهنهایی است. 

در  شده دادهتوان از پارامترهای استخراج حل مرجع می

استفاده کرد که مقادیر نامی اولیه و نهایی  01رابطه 

سازی در این بخش، مدل دهند. متغیرهای حالت را نشان می

سازی و حل مسئله هدایت ارائه شد. در دو  ریاضی برای شبیه

بخش بعد مرور مختصری بر روش بسط مرتبه بالای برداری 

شود که ابزارهای اصلی حل مسئله ارائه می SDREو روش 

 در این تحقیق هستند.

 

 یبردار یبر روش بسط مرتبه بالا یمرور -3

مفاهیم کلیدی روش پس از ارائه مدل ریاضی در این بخش 

-07]شود که برگرفته از بسط مرتبه بالای برداری ارائه می

است. شرح روش بسط مرتبه بالای برداری برای حل  [06

بخش کلی است. بخش اول،  2مسئله کنترل بهینه، شامل 

شامل مروری مختصر بر بسط برداری و بخش دوم، 

ی مسئله کنترل بهینه مرتبه بالا با ساز ادهیپنحوه  دربردارنده

کمک مفاهیم بخش اول است. در ادامه مرور مختصری بر هر 

 شود. ارائه میبخش 

 های مرتبه بالابسط برداری و نگاشت -1-3

             ام عبارت ریاضی   فرض کنید، توان 

 به شکل 

(01) 

            
 

     
      

     
 

     
     

   
          

  

       است که در آن طبق تعریف  ارائه قابل
        

        
 

در   های بردار ستونی ، المان  تا    باشد. حال اگر می

توان با تفکیک عبارات در رابطه فوق، نظر گرفته شود، می

 را به شکل 01معادله 

(00) 〈 〉  

[
 
 
 
 
 

    
 

    
     

    
     

 
         

 
]
 
 
 
 
 

 

ورودی دریافت  عنوان به، یک بردار  〈 〉بازنویسی کرد. اپراتور 

ام   بسط مرتبه  شده کیتفککرده و خروجی آن عبارات 

  از نگاشت   〈 〉همان بردار است. برای محاسبه 
استفاده     

ام بردار   توان به کمک آن مقدار بسط مرتبه شود که می می

    〈 〉را به شکل ضرب ماتریس در بردار   
به     〈 〉   

  های نگاشت المان که یدرحالآورد  دست
بر اساس     

 هستند. محاسبه قابل  〈 〉های بردار  المان

است که یک  4در مرجع  0مثال  برگرفته از 02رابطه 

عملیات ریاضی بر اساس نگاشت و بسط مرتبه بالا برای 

المان را نمایش  3محاسبه بسط مرتبه دوم یک بردار با 

 دهد. می
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(02) 

〈 〉    
   〈 〉  
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 مرتبه بالا نهیحل مسئله کنترل به -2-3

 فرض کنید مسئله کنترل بهینه به شکل

(03)  ̇         

 ̇         

است. در این مدل فرض شده است که  نوشتن قابل

متغیرهای  برحسبهای کنترل بهینه به شکل صریح  فرمان

و جایگذاری در مسئله  محاسبه قابلحالت و شبه حالت 

به ترتیب بردار متغیر حالت و   و   ، 03هستند. در رابطه 

تا مرتبه   و   المان هستند. همچنین توابع   شبه حالت با 

  [  ]  پذیرند. اکنون با فرض اینکه مشتق  دلخواه 

 04توان به شکل رابطه است، مجموعه معادلات بالا را می

 خلاصه کرد.

(04)  ̇       

  در گام بعد، با فرض مشخص بودن مقادیر حل نامی برای 

با   سمت راست و چپ رابطه فوق تا مرتبه دلخواه    و 

و سپس مقادیر  شده دادهسری تیلور حول حل نامی بسط 

شود.  مربوط به حل نامی از طرفین معادله حذف می

 :جهیدرنت

(08)   ̇  ∑  〈  〉
 

 

   

 

، بسط سری تیلور با کمک بسط برداری شرح 08در رابطه 

در    بنابراین ؛ است شده نوشتهشده در ابتدای این بخش، 

است که  بازمانهای متغیر این رابطه، ماتریسی با المان

است.   〈  〉ضرایب سری تیلور متناسب با بردار  دربردارنده

است که طبق تعریف  [    ]   آن،  علاوه بر

از مقادیر  شبه حالتدهنده انحرافات متغیرهای حالت و  نشان

 نامی است. 

، فرض بر آن است که در مسئله کنترل بهینه رابطه نجایادر 

اند. مقید شده ، شرایط اولیه و نهایی متغیرهای حالت03

          برای مقادیر عمومی    و    هدف استخراج 

(  )  است با شرط این که   باشد.       

را که یک  08توان رابطه ، می   برای یک مقدار مشخص 

مسئله مقدار مرزی با مقادیر جدا از هم است، با استفاده از 

، مسئله    ر اما در صورت تغیی؛ های عددی حل کردروش

برای این مقدار جدید باید مجدداً حل شود. برای برطرف 

به شکل توابعی    و    شود که  کردن این مشکل فرض می

 قابل تعریف هستند:    نامعین از 

(09)            
           

 شود:نوشته می    برای جهیدرنت

(07)            

برای بسط رابطه  شده گرفتهاکنون مشابه با فرض در نظر 

سری تیلور بازنویسی  برحسب، در اینجا نیز رابطه فوق 04

 شود: می

(08)    ∑  〈   〉
 

 

   

 

، ماتریس ضرایب سری تیلور است که   که در این رابطه 

باشد. این ضرایب با اصطلاح  می بازماننامعین و متغیر 

آوردن  به دست، با گرید انیب بهشوند.  حساسیت شناخته می

را    توان می    این ضرایب، به ازای مقادیر مختلف 

محاسبه کرده و این ضرایب، حساسیت انحراف متغیرهای 

انحراف اولیه متغیر حالت  جهیدرنترا  شبه حالتحالت و 

 دهند.نشان می

 08در رابطه  08ها، رابطه آوردن حساسیت تبه دسبرای 

شود. پس از انجام محاسبات و معادل قرار  جایگذاری می

از     توان دید که های برابر، میدادن عبارات با توان

ی  و مجموعه معادلات زیر برای محاسبه شده حذفمحاسبات 

 هستند: ارائه قابلام   های مرتبه  حساسیت

(06)  ̇          

عبارت ناهمگن دستگاه معادلات دیفرانسیل    که در آن، 

،    هاست. برای برای حساسیت شده ارائهخطی ماتریسی 

، این    بخش ناهمگن برابر با صفر است و برای مقادیر 

از مراتب  شده محاسبهها مقادیر حساسیت برحسبمقدار 



 
 

 

 شرفی و همکاران 77

 3 315700( 3011) 361مکانیک هوافضا                             زاده و همکاران  محمدهادی حسین

3/ شماره 18/ دوره 1411مکانیک هوافضا/ سال   

شود. جزئیات بیشتر در رابطه با نحوه  تر محاسبه میپایین

 است. شده ارائه 24محاسبات در مرجع 

های حساسیت، با شروع از بنابراین برای محاسبه ماتریس

را محاسبه کرده و در مرحله بعد پس از    توان  می    

را محاسبه کرد.    ، مقدار    برحسب   محاسبه 

ادامه داد.    توان تا محاسبه این مراحل را می جهیدرنت

، 22ها، با توجه به رابطه ، با داشتن حساسیتتیدرنها

 محاسبه کرد.    را به ازای هر    و    توان مقادیر  می

در این بخش مرور مختصری بر روش بسط مرتبه بالای 

برداری بیان و مفهوم بسط برداری شرح داده شد و نحوه 

ها کنترل بهینه و محاسبه حساسیتسازی مسئله  پیاده

به بررسی  ،4قرار گرفت. در ادامه، در بخش  یموردبررس

 .شود پرداخته می SDREروش 

 SDRE مروری بر روش -4

هاای   برای سیستم توان یمبا استفاده از معادلات همیلتونین 

اما عالاوه  ؛ آورد به دستخطی، سیگنال کنترلی بهینه را  غیر

بایساتی معاادلات    شوند یممعادلات خیلی پیچیده  که نیابر 

حلقاه بااز    صاورت  باه آفلاین حل کرد و بایساتی   صورت بهرا 

سیگنال کنترلی بهینه به سیستم اعمال شود. در ادامه بارای  

خطی یک روش بهینه آنلاین به نام الگوریتم  های غیرسیستم

SDRE  ی تعمیم نوع بهکهLQR  خطای   ی غیار هاا  ساتم یسبه

( LQRخطای درجاه دوم )   کنناده  میتنظا . شود یمان است بی

 :شود یمبیان  21ی خطی به فرم رابطه ها ستمیسبرای 

(21) 

 ̇                

  
 

 
∫{         }            

 

 

 

                 

 .دیآ یم به دست 20از معادله جبری ریکاتی معادله  Pکه 

(20)                     

مثبت معین  Qو  ریپذ کنترل B و Aکه اگر  شود یماثبات 

در باشد، جواب یکتا برای معادله جبری ریکاتی وجود دارد. 

ی تعمیم رخطیغرا به یک سیستم  LQRاینجا هدف آن است که 

بیان  22ی به فرم رابطه رخطیغدر حالت کلی سیستم  دهیم.

 :شود یم

(22)  ̇           

ی تعمیم داده رخطیغاز فرم خطی به فرم  LQR که آنبرای 

 نوشته شود: 23رابطه  صورت به       شود بایستی 

(23)  ̇                

. فرم شبه خطی، شود یمبه این فرم، فرم شبه خطی گفته 

ی را بتوان به فرم یک رخطیغبدان معناست که یک سیستم 

در اینجا  Bو  Aسیستم خطی بیان کرد با این تفاوت که 

هستند. نمایش به فرم  sتابعی از متغیرهای حالت یعنی 

یکتا B و  Aی ها سیماتر ،یعنی؛ شبه خطی یکتا نیست

       ای یافت که        نیستند. در کل اگر بتوان

نیز         زیر،  صورت بهآنگاه             و      

 انتخاب شود: Aیک  عنوان بهتواند  می

(24) {
           

          
 

                          

 پارامتراین  بنابراین،؛ هر پارامتر دلخواهی باشد تواند یم  که

که بیان  گونه همانو  کند یمدرجه آزادی مهم ایجاد  کی

معادله ریکاتی جواب یکتا داشته باشد  که آنشد برای 

بنابراین ؛ باشند ریپذ کنترل B و Aی ها سیماتربایستی 

همواره به ازای   Bو Aی تنظیم کرد که ا گونه بهرا    توان یم

 بشود. ریپذ کنترلها  sتمام 

اگر به                 ̇ برای سیستم شبه خطی 

باشد این بدان معنی پایدار  Aها مقادیر ویژه  sازای تمام 

ی ها ستمیسپایدار است. در    ̇   نیست که کل سیستم

 توان یم  Aویژهنیستند و از روی مقادیر  sتابع  Bو Aخطی 

گفت که سیستم پایدار است یا خیر. اما برای یک سیستم 

در مورد پایداری  Aاز روی مقادیر ویژه  توان ینمشبه خطی 

ی رخطیغی کرد. برای کنترل بهینه سیستم ریگ میتصم

در نظر گرفته  28رابطه  صورت بهتابع هزینه را  LQRهمانند 

 :شود یم

(28)   
 

 
∫{         }             

 

 

 

سیگنال کنترلی از حل حالت  LQRدر این صورت همچون 

 به دست 29ماندگار معادله جبری ریکاتی به فرم رابطه 

 خواهد آمد:

(29)                           

هستند و در معادله  sتابعی از  Pو  R،Bبا این تفاوت که 

 sوابسته به  P و A،B،Q،Rی ها سیماترجبری ریکاتی نیز 
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ی ها ستمیسبرای  LQRبتوان از  که آنبنابراین برای ؛ هستند

شبه خطی نیز استفاده کرد از یک استراتژی استفاده 

. این استراتژی به این صورت است که در زمان شود یم

بنابراین  موجود است.     صفر، 

  توان یممشخص هستند و                         

و معادله جبری ریکاتی در زمان آورد  به دستا ر      

 آید. می به دستصفر 

( به فرم رابطه SDREمعادله جبری ریکاتی وابسته به حالت )

 .شود یمبیان  27

(27)                        
                           

مقدار عبارت       با حل معادله جبری ریکاتی در زمان

را      توان یم     خواهد آمد. از روی  به دست     

 آورد: به دست 28طبق رابطه 

(28)                           

اعمال  موردنظر مسئلهمقدار آن به       آمدن به دستبا 

 به دستآید. با  به دست     شود تا حالت جدید یعنی می

      شده و  مجدداً معادله جبری ریکاتی حل      آمدن

      طبق رابطه فوق      . با محاسبه دیآ یم به دست

زمان تکرار می نیآخرشود و همین مراحل تا  حاصل می

در معادله جبری  sهای  صورت آنلاین حالت یعنی به. شود

 sگیرد تا تبدیل به یک معادله مستقل از  ریکاتی قرار می

آمده و با جایگذاری آن  دست به     شود سپس با حل آن

آید. با به  بهینه به دست می uمقدار در فرمول کنترل بهینه 

بهینه و اعمال آن به مسئله موردنظر مجدداً  uدست آمدن 

آیند، معادله ریکاتی  های جدیدی که به دست می sبر اساس 

جایگذاری  uآمده از آن مجدداً در  دست به Pشود و حل می

 شود و این فرآیند تا آخرین زمان ادامه دارد.  می

طبق این الگوریتم، این استراتژی، یک روش حلقه بسته و 

اگر دینامیک شود.  که مزیت مهمی محسوب میآنلاین است 

 صورت زیر فرض شود: سیستم در حالت کلی به

(26)  ̇                

شود که فرمول کنترل بهینه  تر شدن فرض می برای ساده

وابسته نیستند )هرچند  sبه  Rو  Bصورت زیر است و  به

 نیز در نظر گرفت: sها را وابسته به  توان آن می

(31)                     

 شود: نتیجه می 30، معادله 26در معادله  uبا جایگذاری 

(30) 

 ̇                 

                    

  ̇                            

 (                  )    

             

 شود که: ثابت می

(32)    
   

       

مختصات یعنی نقطه تعادل  مبدأهای نزدیک  sدرنتیجه اگر 

باا       تاوان از   سیستم در نظر گرفته شود آنگاه تقریباً می

نظار   حد آن در صفر معادل صفر است صارف  که نیاتوجه به 

 توان نوشت: در اطراف مبدأ می ،بنابراین ؛کرد

(33)  ̇                

 چهکه این عبارت یک سیستم خطی است. در اینجا هر 

قدر به مبدأ مختصات نزدیک  آنتر باشد بایستی  بزرگ     

ای کوچک شود تا  اندازه به       نسبت به     شد که 

در یک ناحیه هرچند  ،بنابراین ؛نظر کرد بتوان از آن صرف

خیلی کوچک در اطراف مبدأ مختصات، دینامیک سیستم 

تقریب                 ̇ صورت  توان به حلقه بسته را می

زد. که این عبارت یک سیستم خطی است و پایداری این 

. برای شود یممشخص        سیستم توسط مقادیر ویژه 

      کافی است در معادله جبری ریکاتی       محاسبه 

آمده و  دست به      قرار گیرد. در این صورت       برابر

     طبق فرمول کنترل بهینه      از روی  تیدرنها

شود. قبلاً بیان شد  استخراج می uمقدار             

 که:

(34)                        

 درنتیجه:

(38)                        

آید  به دست می LQRاز حل یک مسئله        چون

همواره پایدار هستند. بنابراین      بنابراین مقادیر ویژه

برآورده شود آنگاه  شده انیبتوان گفت اگر سه شرط  می

صورت محلی پایدار است. بایستی به  سیستم حلقه بسته به

سازی سیستم حلقه  این نکته توجه شود که هنگام شبیه

به نقطه تعادل یا مبدأ        بسته باید شرایط اولیه یا

است با توجه به دینامیک  مختصات نزدیک باشد. ممکن

سیستم ناحیه جذب سیستم حلقه بسته خیلی بزرگ و یا 

 حتی برابر کل فضای حقیقی بشود.
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 SDREحل با روش مرتبه بالا و  -5

و بیان  SDREپس از مرور روش بسط مرتبه بالای برداری و 

روند کاربرد آن برای حل مسئله کنترل بهینه، در ادامه 

مسئله  با کمک این دو روش برایاستخراج قانون هدایت 

شود. در گام اول، حل نامی مسئله فرود با  فرود ارائه می

و همچنین شرایط اولیه  8و  7،0توجه به مجموعه معادلات 

با کمک روش عددی استخراج  6شده در معادله  و نهایی داده

شود. برای استخراج زمان نهایی، این پارامتر آزاد در نظر  می

برابر    ت و درنتیجه مقدار نامی زمان نهایی اس شده گرفته

برای حل به روش بسط  است. آمده دست بهثانیه  7018/31

ها تا مرتبه سوم  مرتبه بالای برداری، در گام بعد حساسیت

 شود. اکنون با توجه به،برای این مدل، استخراج می

(39) 

  

   
 
     

      

  

   
 
     

      

  

      

          
  

      

 

های بهینه را استخراج کرد. برای این کار، با توان فرمانمی

          ]    داشتن
    

   ]
  

،     و همچنین    و     ،    ،    ،    توان مقادیر  یم

  و     
 

را برای تمامی لحظات پرواز محاسبه کرد. پس از  

 آن با توجه به،

(37) 

         

         

   
    

     

   
    

     

         

 و

(38) 

  
       

      

  
       

      

       
    

     

      

 

های هدایت متناسب با انحراف اولیه فرمانمسیر مرجع و 

برای   و   ، زیروند 38و  37شود. در رابطه  محاسبه می

، به ترتیب معرف حل مرجع و شبه حالتحالت و متغیرهای 

توان متغیرهای اصلاحی وابط فوق میردر  حل نامی هستند.

به شکل  3تا مرتبه  شده محاسبههای را با کمک حساسیت

 زیر محاسبه کرد:

(36) 

     
 〈   〉

    
 〈   〉

    
 〈   〉

  

     
 〈   〉

    
 〈   〉

    
 〈   〉

  

      
  〈   〉

    
  〈   〉

    
  〈   〉

  

      
  〈   〉

    
  〈   〉

    
  〈   〉

  

      
  〈   〉

    
  〈   〉

    
  〈   〉

  

      
  〈   〉

    
  〈   〉

    
  〈   〉

  

      
  〈   〉

    
  〈   〉

    
 〈   〉

  

      
  〈   〉

    
  〈   〉

    
 〈   〉

  

 29و جایگذاری رابطه  هیحال با در نظر گرفتن انحرافات اول

توان مسیر بهینه و فرمان هدایت بهینه به می 38و  37در 

 روش بسط مرتبه بالای برداری را استخراج کرد.

ابتدا معادلات حرکت باید با بسط  SDREبرای حل به روش 

سازی شود. ، سادهشده استخراجسری تیلور حول مسیر نامیِ 

برای این کار با یاری جستن از ریاضیات ماتریسیِ بسط 

به شکل  3را تا مرتبه  مدنظرور توان سری تیلمرتبه بالا می

 نوشت: زیر

(41)   ̇     
〈  〉     

〈  〉     
〈  〉 

      

   در این رابطه 
    تا 

سوم  مرتبهضرایب سری تیلور تا  

ضریب سری تیلور    و   نسبت به متغیر حالت انحرافات 

 0معادلات حرکت نسبت به متغیر کنترل انحرافات تا مرتبه 

ام است. اکنون با کمک نگاشت مرتبه بالا که شرح آن ارائه 

 توان نوشت:شد می

(40)   ̇  {   
    

   
       

   
   }〈  〉 

      

 اکنون با فرض اینکه،

(42)  ̅     
    

   
       

   
   

 

توان فرم خطی سازی ظاهری معادلات را به شکل رابطه می

 ارائه کرد. 43

(43)   ̇   ̅         

و   و نهایتاً با تعریف یک تابع هزینه مربعی با ضرایب ثابت 

را با  SDREهای اصلاحی هدایت با روش توان فرمانمی  

تعریف تابع هزینه و اعمال اصل بهینگی به شکل زیر به 

 دست آورد:

(44) 
  

 

 
∫              
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ی معادله ریکاتی جبری ا لحظه از حل  که در این رابطه 

توان با جمع مقدار اصلاحی شود و سپس می حاصل می

فرمان هدایت با مقدار نامی، فرمان هدایت جدید را 

 کرد: استخراج لحظه به لحظه

(48)          

بخش با دو روش بسط مرتبه بالای برداری و روش  نیدر ا

SDRE  ی فرمان هدایت درنتیجه روزرسان بهنحوه اصلاح و

 روش درانحرافات، ارائه شد. ذکر این نکته ضروری است که 

شوند بلکه های هدایت اصلاح میفرمان تنها نهمرتبه بالا 

مسیر حرکت اصلاحی نیز در دسترس است. در  زمان هم

بخش بعد، فرایند فرود بوستر عمود نشین با این دو روش در 

 گیرد.یم قرار موردمطالعهسازی  شبیه

 سازیتحلیل نتایج شبیه -6

ابتدا ، شده انیبدو روش ارزیابی عملکرد جهت در این بخش 

است. در سناریوی اول و دوم  شده گرفتهسناریو در نظر  8

شود که انحراف اولیه تنها در برد وجود دارد و فرض می

ها سازیمتر است. نتایج این شبیه -811و  811معادل با 

آورده شده  3در شکل  SDREبرای هر دو روش مرتبه بالا و 

 انحراففرض شده که  4و  3است. همچنین در سناریوی 

 -311و  311اولیه تنها در ارتفاع بوده و به ترتیب معادل با 

است.  شده ارائه 4سازی در شکل متر است نتایج این شبیه

روش  سناریو تفاوت کیفی میان 4توان دید که در هر می

تمایل دارد که  SDREوجود دارد. روش  SDREمرتبه بالا و 

در روش مرتبه بالا مسیر  آنکه حالبه مسیر نامی همگرا شود 

حرکت بهینه جدیدی جایگزین شده و بوستر از مسیر بهینه 

 دیگری فرود خواهد آمد.

است. در  شده گرفتهسناریوی دیگر در نظر  4در ادامه 

فرض شده است که انحراف اولیه سرعت در  9و  8سناریوی 

متر بر ثانیه بوده و  -31و  31به ترتیب معادل با  راستای برد

فرض شده است که انحراف  8و  7طور مشابه در سناریوی  به

متر بر ثانیه  -31و  31سرعت در راستای عمودی معادل با 

است.  شده ارائه 6و  5ها در شکل سازیاست. نتایج این شبیه

تمایل به  SDREتوان دید که روش مجدداً تا حد زیادی می

تعقیب مسیر دارد و روش بسط مرتبه بالای برداری مسیر 

تکمیل ارزیابی و مقایسه  منظور به کند.بهینه را جایگزین می

ها با انحرافات اولیه سازیی از شبیها مجموعهدو روش، 

است. برای این  شده گرفتهمتنوع برای هر دو حالت در نظر 

 811تا  -811کار، بازه تغییرات برای انحراف اولیه در برد از 

متر  311متر تا  -311متر، برای ارتفاع از  011متر و با گام 

متر، برای انحراف سرعت اولیه افقی و عمودی از  011با گام 

متر بر ثانیه در نظر  01ها ر بر ثانیه و با گاممت 31تا  -31

و تمام ترکیبات مختلف این انحرافات  شده گرفته

سازی به شکل خطای نهایی . نتیجه شبیهاند شده یساز هیشب

است.  شده ارائه 8و  7بعدی  3در نقطه فرود در نمودارهای 

در این نمودارها نمادهای قرمز مربوط به هدایت با روش 

SDRE توان دید بی، هدایت با روش مرتبه بالا است. میو آ

بالاتر از  مراتب بهکه دقت نقطه فرود در روش مرتبه بالا 

 .هست SDREروش 

 
نمودار مقایسه مسیر حرکت با انحراف در شرایط  :(3) شکل

متر برای دو  -811متر و  811 اندازه به xاولیه در راستای 

 VHOEو  SDREروش 
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نمودار مقایسه مسیر حرکت با انحراف در شرایط  :(4) شکل

متر برای دو  -311متر و  311 اندازه به zاولیه در راستای 

 VHOEو  SDREروش 

 
نمودار مقایسه مسیر حرکت با انحراف در شرایط  :(5) شکل

متر  -31متر و  31 اندازه به xراستای سرعت در اولیه برای 

 VHOEو  SDREبرای دو روش 

 
نمودار مقایسه مسیر حرکت با انحراف در شرایط  :(6) شکل

متر  -31متر و  31 اندازه به zراستای سرعت در اولیه برای 

 VHOEو  SDREبرای دو روش 

های آماری هر دو روش ( داده2( و )1ول )ادر ادامه در جد

شود که مقدار میانگین تابع . ملاحظه میاند شده یبررس

است.  SDREکمتر از روش  مراتب بههزینه روش مرتبه بالا، 

مقدار میانگین خطاها در سرعت عمودی برای  وجود نیباا

روش مرتبه بالا کمتر بوده و در سایر پارامترها نتایج تا 

، انحراف معیار حال نیباااست.  SDREحدودی به نفع روش 

پارامترهای آماری برای خطای متغیرهای حالت نشان 

 کیفیت بالاتری دارد. مراتب بهدهند که روش مرتبه بالا  می

 
نمودار مقایسه توزیع خطای برد و سرعت افقی و  :(7) شکل

 VHOEو  SDREبرای دو روش  عمودی



 
 

 

 بوستر یفرود عمود تیمأمور یبرا SDREو روش  یبردار یبر اساس بسط مرتبه بالا تیعملکرد قانون هدا سهیمقا 82

 

 3/ شماره 18/ دوره 1411مکانیک هوافضا/ سال 

 
نمودار مقایسه توزیع خطای برد و سرعت افقی و  :(8) شکل

 VHOEو  SDREبرای دو روش  عمودی

 

 SDREمقایسه مقدار میانگین خطا در دو روش  :(1) جدول

 VHOEو 

            روش
         

            

SDRE 0333/1 19/1- 102/0 0/8171 

VHOE 2181/1 18/1- 627/1 0/2849 

 

خطا در دو روش  انحراف معیارمقایسه مقدار  :(2) جدول

SDRE  وVHOE 

            روش
         

            

SDRE 281/1 031/1 299/1 4/2968 

VHOE 0024/1 1026/1 0878/1 8/032 

 یریگ جهینت -7

های مختلف مرتبه بالا در این تحقیق، پس از مروری بر روش

سازی ریاضی برای مسئله ، مدلSDREو همچنین روش 

استفاده مجدد ارائه  تیباقابلفرود یک بوستر عمود نشین 

شد. سپس روش بسط مرتبه بالای برداری و نحوه استفاده از 

آن در مسائل کنترل بهینه مختصراً مرور شد و در ادامه 

 ازآن پسبیان و توصیف شد.  SDREتحقیق، کلیات روش 

قانون هدایت برای مسئله فرود بوستر با هر دو روش بسط 

-و در ادامه شبیه  استخراج SDREمرتبه بالای برداری و 

های کاملی برای ارزیابی و مقایسه این دو روش انجام سازی

تمایل به  SDREتوان دید که روش  شد. با مشاهده نتایج می

در روش بسط مرتبه  آنکه حالتعقیب مسیر مرجع دارد. 

-بالای برداری مسیر بهینه جدید، جایگزین مسیر نامی می

رایی به مسیر نامی گونه تمایلی مبنی به همگشود و هیچ

سازی مشاهده با بررسی نتایج شبیه وجود نیبااوجود ندارد. 

شد که خطای نقطه فرود روش بسط مرتبه بالای برداری 

این  خصوص بهاست.  SDREتر از روش کوچک مراتب به

موضوع مشخصاً با بررسی انحراف معیار خطا در نقطه فرود 

در  SDREتر است. مقدار میانگین خطای روش مشخص

است  VHOEخطای برد و سرعت افقی بهتر از روش 

کمتر از  VHOEخطای سرعت عمودی روش  که یدرحال

است. ذکر این نکته ضروری است که در هر دو  SDREروش 

توان روش مقدار میانگین خطاها کوچک هستند و عملاً می

گفت از دیدگاه میانگین خطاها هر دو روش عملکرد مناسبی 

معیار خطاهاست که بایستی  نکته دیگر انحرافاما ؛ دارند

 VHOEقرار گیرد. انحراف معیار خطاها در روش  موردتوجه

، SDREاست و برای روش  SDREبهتر از روش  مراتب به

 است. VHOEبرابر روش  2تا  8/0انحراف معیار تقریباً بین 

تر، مقدار تابع هزینه در دو روش است. با ارائه نتایج نکته مهم

بسیار  SDREآماری دیده شد که مقدار تابع هزینه در روش 

در این روش تمایل به  چراکهبیشتر از روش مرتبه بالا است 

همگرایی به مسیر نامی وجود دارد و نه جایگزینی آن با 

 مسیری جدید و بهینه.

توان بررسی چند جنبه میعملکرد دو روش را از  درمجموع

بندی نتایج را ارائه نمود. جنبه اول، خطاهای کرد و جمع

شود مقدار میانگین خطاهای  نقطه فرود است که مشاهده می

آن، انحراف معیار  علاوه بردو روش بسیار کوچک است و 

کمتر است.  مراتب به SDREاز روش  VHOEخطاهای روش 

 VHOEشد که برتری روش از جنبه تابع هزینه نیز، مشاهده 

توان دید که است. در پایان می ریانکارناپذ SDREبه روش 

تری برای حل مسئله فرود گزینه مناسب VHOEروش 

 عمودی بوستر است.

 فهرست علائم -8

 تابع عمومی غیرخطی     

 شتاب جاذبه )متر بر مجذور ثانیه(  

 ثانیه(شتاب جاذبه در ارتفاع صفر )متر بر مجذور    

 جرم اولیه )کیلوگرم(   
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H I G H L I G H T S  G R A P H I C A L     A B S T R A C T 

 High order terms have significant 

effect on the performance of guidance 

law. 

 SDRE method converges to the 

nominal path.  

 In VHOE method, optimal trajectory 

and command are replaced with 

respect to the initial deviations. 
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In this research the main goal is to compare the performance of 
Vectorized High Order Expansions and SDRE method for vertical landing 
of booster. To this end, at first a comprehensive study of references 
related to both Vectorized High Order and SDRE method has been 
performed. Then, the Vectorized High Order Expansions method and the 
implementation in optimal control problems has been introduced. After 
that, the SDRE method has been reviewed briefly, and the landing 
problem has been solved using both methods. To evaluate the 
performance, a set of various simulations have been performed for both 
methods and with respect to different initial deviations. By means of 
simulation results, the performance of both method is studied with regard 
to landing point errors. To achieve this, statistical results of terminal state 
errors have been calculated for both method with respect to different 
initial deviation to evaluate and compare both method, quality-wise. 
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