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• Integrated controller design for 
tractor semi-trailer in order to track 
the maneuver path in high speed and 
low friction conditions with lateral 
stability guarantee. 

• Optimal distribution of tire forces in 
order to use the maximum capacity of 
longitudinal and lateral forces using 
multi-objective optimization. 

 

 
A R T I C L E I N F O  A B S T R A C T 
Article history: 
Article Type: Research paper 
Received: 9 June 2023 
Received in revised form: 29 July 2023 
Accepted: 10 October 2023 
Available online: 16 October 2023 
*Correspondence: a.rahmani@sru.ac.ir 

 

In this study, a new integrated control for the steering and braking of 
semi-trailer trucks for tracking in longitudinal and lateral combined 
maneuvers is proposed. For this purpose, a nonlinear model of a tractor 
semi-trailer with 10 degrees of freedom including the longitudinal, lateral 
and yaw motion of the tractor unit, the articulation angle and the 
rotational motion of each wheel is used. Then the active steering and 
braking controller is designed with the purpose of tracking and utilizing 
the sliding mode method. Also, for the yaw stability of the vehicle, a lateral 
stability controller is proposed using the sliding control method. Then, by 
utilizing multi-objective optimization, a new integrated control strategy is 
presented in order to optimally allocate the longitudinal and lateral forces 
of the tires. This strategy is designed based on achieving the purposes of 
tracking and stability by using the capacity of tire forces in the optimum 
slip range by using variable weight coefficients. In order to implement the 
integrated controller, the tractor semi-trailer model presented in the 
TruckSim software is used. The obtained results indicate the excellent 
performance of the integrated controller strategy designed for tracking by 
maintaining lateral stability when performing the lane change maneuver 
with braking. So, by using the proposed controller, the maximum tracking 
error of the longitudinal and lateral position, the yaw angle of the tractor 
and the articulation angle are equal to 1.83, 0.56, 4.42 and 9.53%, 
respectively. This is while in the case of a vehicle without a controller, due 
to lateral instability, the reference path is not tracked. 
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کنترل  • براي  طراحی  یکپارچه  کننده 
نیم کنترل،    منظوربهتریلر  کشنده 

در   جانبی  پایداري  حفظ  با  ردیابی 
 و اصطکاك پایین   بالاسرعت شرایط  

و  • طولی  نیروهاي  بهینه  توزیع  توسعه 
استفاده حداکثري    منظوربهعرضی تایر  

از   استفاده  با  تایر  نیروهاي  ظرفیت  از 
 چندهدفهسازي  بهینه
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تریلر کنترل یکپارچه جدیدي براي فرمان و ترمز خودروهاي کشنده نیم  ،پژوهش  این  در
به    منظوربه ابتدا  منظور  بدین  پیشنهاد شد.  و عرضی  ترکیبی طولی  مانورهاي  ردیابی در 

درجه آزادي شامل حرکت طولی،    10تریلر با  سازي یک مدل غیرخطی از کشنده نیممدل 
کننده  ها پرداخته شد. سپس کنترل رخ عرضی و چرخشی کشنده، زاویه مفصل و سرعت چ

  منظور بهفرمان و ترمز فعال با هدف ردیابی و با استفاده از روش مد لغزشی طراحی شد.  
کنترل  یک  خودرو،  چرخشی  کنترل  پایداري  روش  از  استفاده  با  جانبی  پایداري  کننده 

با   سپس  شد.  پیشنهاد  بهینه   کارگیريبه لغزشی  استراتژي  چندهدفهسازي  یک  کنترل  ، 
جدید   این    منظوربه یکپارچه  شد.  ارائه  تایرها،  عرضی  و  طولی  نیروهاي  بهینه  تخصیص 

بر نیروهاي  مبناي دست   استراتژي  از ظرفیت  استفاده  با  پایداري  و  ردیابی  اهداف  به  یابی 
از ضرایب وزنی متغیر طرح  با استفاده    منظور بهریزي شد.  تایر در محدوده لغزش مطلوب 

کنتپیاده  نیمرلسازي  مدل خودروي کشنده  از  یکپارچه  نرم   شدهارائهتریلر  کننده  افزار  در 
نتایج  تراك  استفاده شد.  استراتژي کنترل   آمدهدستبهسیم  از عملکرد خوب  کننده  حاکی 

خط    شدهیطراحیکپارچه   تعویض  مانور  انجام  هنگام  جانبی  پایداري  حفظ  با  ردیابی  در 
ترمزگیري   با  با  استهمراه  ردیابی  کنترل   کارگیريبه.  خطاي  بیشینه  پیشنهادي،  کننده 

با   برابر  ترتیب  به  مفصل  زاویه  و  کشنده  چرخش  زاویه  عرضی،  و  طولی  ،  83/1موقعیت 
این    53/9و    42/4،  56/0 شد.  حالدرصد  کنترل  یدر  بدون  که خودروي  به  است  کننده، 

 دلیل ناپایداري جانبی، مسیر مرجع را ردیابی نکرد. 

 : هاه کلیدواژ
 تریلرخودروي کشنده نیم
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 مقدمه -1

  کاهش   در  مهمی  نقش  مفصلی  سنگین  خودروهاي
  مدهاي  وجود.  کنندمی  ایفا  آلودگی  و  جاییجابههاي  هزینه

  شدن،   قیچی  مانند  خودروها  این  کننده   داریناپا   مختلف
 نسبت   تریلرنیم  واحد  نوسانی  حرکت  و  تریلر  شدید  چرخش

  خودروها  این  جانبی  پایداري  ضعفموجب    ،واحد کشنده   به
از]1[است    شده  شرفتهیپ   هايسیستم  دیگر  سوي  . 

 کهي طوربهاند،  شده  خودرو  ایمنی  افزایش   باعث  ،رانندهکمک
  بهبود  راحتی،  افزایش  به  منجر  ها سیستم   این  از  استفاده
  کاهش   همچنین  و   آلودگی   و   ترافیک  کاهش   ي،اقتصاد

  شامل  ها سیستم  این.  ]2[ است    شده  ايجاده  تصادفات 
  حفظ   خودرو،  جلو  از  برخورد  هشدار  ي،اضطرار  ترمز  سیستم

  خط  تعویض  سیستم  تطبیقی،  کنترل  کروز  حرکت،  مسیر
  پیشرفتههاي  سیستم  از  استفاده است.    غیره  و  خودکار

 منجر   ترتیب  به  آمریکا  کشور  در  2016  سال  در  رانندهکمک
است   شده  جراحات  و  ومیرمرگ  يدرصد  37  و  29  کاهش  به
هاي  سیستم  از  یکی  خودکار  خط  تعویض   سیستم  .]3[

  کاهش  باعث  تواندمی  آن  ازاستفاده    که  باشدمی  رانندهکمک
  راننده   اشتباهات  و  آلودگیخواب   از  ناشی  ايجاده  تصادفات

  با   رانندهکمک   پیشرفته  ي هاستم یس  از  استفاده.  شود
  مفصلی  خودروهاي  در   شاسی  کنترلهاي  سیستم  کارگیريبه

  ناپایداري  مدهاي  وجود  و  رانندگی  سختیبه  توجه  با  سنگین،
  این   بر.  است  برخوردار  بسزایی  اهمیت  از  خودروها  این  در

 حوزه   در  شدهانجام  يهاپژوهش  بررسی  به  ادامه  در  اساس
  فرمان  هايسیستم  شامل  شاسی   کنترلهاي  سیستم  توسعه

 . است شدهپرداخته  ی مفصل سنگین خودروهاي ترمز و
 براي   جدید  رویکرد  یک  ارائه  با  ]4[  همکاران  و  یطباطبائ

  فرمان  کنترل  یک  طراحی  به  مرجع  مفصل  زاویه  استخراج
  خودروهاي  پایداري  و  مانورپذیري  افزایش  منظوربهفعال  
  در  ]5[همکاران    و  زونگاند.  پرداخته   سنگین  مفصلی

 خودروي   پایداري  کنترل  براي  روشیارائه    به  پژوهشی
  موریسون .  پرداختند  تفاضلی  ترمزگیري  از  استفاده  با   مفصلی

  حفظ  با  ترمزگیري  فاصله  کاهش  منظوربه  ] 6[  سبن  و
 خودروي   طولیلغزش    کنترل  طراحی  به  جانبی  پایداري
اساس  سنگین  مفصلی   طولی  لغزش  کاهش  استراتژي  بر 

 نیروي  بهبود  منظوربه  استراتژي  این   در.  پرداختند  موردتقاضا
متغیرهاي    بر  تایر  طولی  لغزش  تایر،  عرضی ردیابی  مبناي 
در  است  شده میتنظ  مرجع، باي  پژوهشی.   همکاران   و   دیگر 

  به  تریلرنیم  کشنده   جانبی  پایداري  افزایش   منظوربه  ]7[
اساس  چرخشیگشتاور    نترلک   با  تفاضلی  ترمزگیري  بر 
 همکاران   و  شجاعی.  اندپرداخته   فازي-PID  روش  کارگیريبه
بدون  ریزيطرح  ] 9  و  8[   مفصلی  خودرو  برخورد  مسیرهاي 

 منظور به  فعال   فرمان  کنترل  طراحی  و  ترافیکی  شرایط  در
اند.  دادهقرار    یموردبررسرا    ثابت   سرعت  شرایطدر    ردیابی 

  مدل  کنندهکنترل  از  استفاده  با  ]10[  همکاران  و  کریمیان
  کشنده   جلو  براي محور  فعالی  فرمانکننده  کنترلبین،  پیش

مسیر بدون برخورد در هنگام انجام   ردیابی  منظوربه  تریلرنیم
شرایط   در  خط  تعویض  داده  بالا سرعتمانور  .  اندپیشنهاد 

 کشنده  پایداري  افزایش  منظوربه   ]11[همکاران    و  آبروشان
 از  استفاده   با  را  تفاضلی  فعال   ترمز  کنندهکنترل  تریلر،نیم

  ]12[خو    و   کاياند.  داده  پیشنهاد  خطی   بینپیش  مدل روش  
هاي  سرعت  در   جانبی  پایداري  افزایش  منظوربه  پژوهشی   در

  ترمزگیري   بر اساس  چرخشی  گشتاور  کنترل  طراحی  بهبالا  
اند.  پرداخته  بینپیش  مدل  کنترل  کارگیريبه  با  تفاضلی

 فرمانپذیري  بهبود  منظوربه  ]13[همکاران    ودنگ    همچنین
به  سنگین  مفصلی  خودروي تریلر،  دو   کنترل  طراحی   با 

خطی    کنندهم یتنظروش    از  استفاده  با  تریلر  براي  فرمان فعال
  کنترل  به  ی پژوهش  در  ]14[ و خو    هواند.  پرداخته   درجه دوم

و   ردیابی  منظوربه  تریلر  فعال   فرمان   بهبود  دینامیک جانبی 
ثابت    LQR  روش  از  استفاده  با  پایداري سرعت  شرایط  در 
کاتیاند.  پرداخته    پژوهشی   در  ]15[همکاران    و  صادقی 

  تریلر  دو  با  مفصلی  خودروي  جانبی  دینامیک  بهبود  منظوربه
  روش   بیترک  از  استفاده   با   فرمان   کنندهکنترل  طراحی  به

.  اندپرداخته   دینامیک  خورپیش  روش  و  خروجی  فیدبک
 ترمز کنترل    طراحی  به  پژوهشی  در  ]16[  همکاران  و  گاورکار

ا  سنگین  مفصلی  خودروي سیستم ترمز ضد   توسعه  ساسبر 
 تایر  مرجع  طولی  لغزش  برخط   تخمین  از  استفاده  با  قفل

 ترمز   سیستم  طراحی  به  ]17[  همکاران  و  ژاواند.  پرداخته 
 لریترمین  کشنده  ترمزگیري  بهبود  منظوربه  فعال  پنوماتیکی

  کنترل  طراحی  به  پژوهشی  در  ] 18[  هی   و   شارما ند.  پرداخت
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 با  نیسنگ  مفصلی  ويخودر  ردیابی  منظوربه  فعال  فرمان
 ند.پرداخت بینپیش مدل کنترل روش از استفاده

به  دست   منظوربه محققان   کنترل    اهدافیابی  براي  مختلف 
یکپارچه   کنترل  استراتژي  ارائه  به  بر  .  اندپرداخته خودرو 

، کنترل یکپارچه به دو دسته  شدهگرفتهساختار بکار    مبناي
شود. در ساختار متمرکز از متمرکز و غیرمتمرکز تقسیم می

کنترل  که  یک  متغیره  چند   زمانهم  صورتبه کننده 
می تنظیم  را  کنترلی  اما  ؛  است  شدهاستفادهکند،  متغیرهاي 

مستقل    صورتبههاي کنترلی  در ساختار غیرمتمرکز سیستم 
میدست   منظوربه طراحی  مستقل،  هدف  به  شوند.  یابی 

سیستم مشارکت  ناظر،  سیستم  یک  توسط  هاي  سپس 
می تنظیم  خودرو  حرکتی  شرایط  به  وابسته  گردند  کنترلی 

مزیت]19[ از  می.  متمرکز  یکپارچه  ساختار   بهتوان  هاي 
نتایج دقیق و بهینه با سازگاري بالا اشاره کرد. از معایب این  

 کهیوقتویژه  توان به پیچیدگی در محاسبات بهروش نیز می
تواند  زیاد باشد، اشاره کرد. این مسئله می ها ستمیرسیزتعداد 

سیستم بین  ناسازگاري  به  ناپایداري منجر  و  کنترلی  هاي 
شود   مزیت]19[خودرو  از  غیر.  ساختار  نیز هاي  متمرکز 

سادهمدل  بهتوان  می پیادهسازي  و  اجرا  راحتتر،  تر سازي 
می ساختار  این  معایب  از  کرد.  تضمین  اشاره  عدم  به  توان 

خودرو   ها  کنندهکنترل  کهیهنگام در    خصوصبه پایداري 
به    زمانهم توجه  با  همچنین  کرد.  اشاره  کنند،  فعالیت 

معادلات  ساده بین  ارتباط  (حذف  دینامیکی  روابط  سازي 
بهینه حاصل  دینامیکی) در این روش، امکان دارد که نتایج 

. در زمینه کنترل یکپارچه دینامیک خودروهاي  ]19[نشود  
 بهبود   منظوربه  ]20[همکاران    و   مفصلی سنگین، اسماعیلی 

طویل، کنترل یکپارچه فرمان    مفصلی  خودروي  یک  پایداري
سیستم فرمان فعال و    بر اساسو ترمز با ساختار متمرکز و  

  شرایط  در  تفاضلی  ترمزگیري  از  ناشی  چرخشی  گشتاور
در   ]21[کریمیان و همکاران    .اندداده  شنهادیپ   ثابت  سرعت

ارائه یک رویکرد جدید در طرح به  ارزیابی  پژوهشی  ریزي و 
نیم کشنده  براي  برخورد  بدون  شرایط  مسیرهاي  در  تریلر 

شتاب خودروهاي  حضور  با  پرداخته ترافیکی  سپس  دار  اند. 
برخورد    منظوربهها  آن  بدون  مسیر  به  شدهانتخاب ردیابی   ،

ساختار   با  عرضی  و  طولی  یکپارچه  کنترل  یک  طراحی 
پرداخته  عرضی   منظوربه  هاآناند.  متمرکز  و  طولی  کنترل 

بین مقید  ي مد لغزشی و مدل پیشهاروشرو به ترتیب، خود
 اند. را پیشنهاد داده

در    تایر  نیروهاي  بهینه  برخی از پژوهشگران از اصطلاح توزیع
که در    اند بردهنامطراحی کنترل یکپارچه با ساختار متمرکز  

 مخیمار   پژوهشی  در.  است  شده پرداخته ها  ادامه به بررسی آن 
  تایرهاي  بار  مجموع  سازيکمینه روش    با   ]22[  آبه  و

  تایر  نیروهاي  توزیع  به  آن،  تحلیلی   حل   و  چهارچرخ  خودروي
  پذیر فرمان   چهارچرخ  داراي خودروپژوهش    این  در.  پرداختند

  رانشی   گشتاور  اعمال  قابلیت  هاچرخ  تمامی   همچنین  و  بوده
 منظوربه  جدید   روش  یک  ] 23[  یم داشتند.    را  ترمزي  و

پایداري  مشارکت  میزان  تعیین کنترل    سیستم   و  سیستم 
با    پژوهش  این  او در.  استداده    ارائه  عقب  و  جلو  فعال  انفرم

از و    برابري  قیود  با  دوم  درجه  ریزيبرنامه  روش  استفاده 
حداقل  متغیر  وزنی  ضریب   تایر   نیروهاي  کاري  بار  سازيبه 

 . است پرداخته
مطالعات   بررسی  کنترل   شدهانجامبا  زمینه  هاي  کنندهدر 

می ترمز،  و  فقدان  فرمان  به  یکپارچه  هاکنندهکنترلتوان  ي 
مانورهاي   براي  فرمان  زمانهمدر  ترمزگیري  و  گیري 

خودروهاي مفصلی در شرایط سرعت متغیر با در نظر گرفتن 
در برد.  پی  طولی    کننده کنترل  یک   مقاله  این  دینامیک 

 کشنده  با ساختار متمرکز براي  جدید  ترمز  فرمان و  یکپارچه
  ی بحران  شرایط  در  پایداري  حفظ  با   ردیابی   منظوربه  تریلرنیم

از    نخست  گام   در  منظور  بدین .  است  شده ی طراح با استفاده 
کنترل طراحی   سیستم  به  لغزشی  مد  روش  و  فعال  ترمز 

  از  استفادهبا    سپس.  است  شدهپرداخته   خودرو  طولی  کنترل
 تریلرنیم  محورهاي  و  کشنده  جلو  محور  فعال  فرمان  کنترل

  ه یزاو  و  کشنده  چرخش  زاویه  جانبی،  موقعیت  ردیابی   به
  شده پرداخته   لغزشی  مد  کنندهکنترل  از  استفاده  با  مفصل
  تریلر نیم  کشنده   پایداري  افزایش  منظوربه  سپس.  است

مستقیم  گشتاور  کننده کنترل  ی، اب یرد  هنگام    بر  چرخشی 
اساس  تفاضلی  ترمزگیري  مبناي   لغزشی   مد   روش  بر 
نیروهاي   منظوربه   ادامه  در.  است  شدهی طراح بهینه  توزیع 
حفظ  دست  منظوربهتایر   با  ردیابی  کنترلی  اهداف  به  یابی 

بهینه روش  یک  توسعه  به    چندهدفه سازي  پایداري 
استراتژي   آمدهدستبه  نتایج   تیدرنها.  است  شدهپرداخته   از 
و    میستراك  افزارنرم  راننده  مدل  با  شنهادشده یپ   کنترلی
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مرجع   پیشنهادي  است  مقایسه  ] 21[روش    نتایج .  شده 
  کنترلی   استراتژي  قبولقابل  عملکرد  بیانگر  آمدهدستبه

.  باشدمی  پایین  اصطکاك  و  بالاسرعت   طیشرا  در  خودرو
 عنوان به  تواندمی  شنهادشدهیپ   یکپارچه  کنترل  استراتژي

  هنگام   در  سنگین  مفصلی  خودروهاي  یشاس  کنترل  سیستم
  شدهيزیرطرح  مسیر  ردیابی   مبناي   بر   مختلف  مانورهاي 

  ها بزرگراه   ترافیکی  شرایط  در  موانع  بابرخورد    بدون
پژوهش،    درواقع  .بگیرد  قرار  مورداستفاده این  اصلی  نوآوري 

کنترل  لغزشی  طراحی  مد  مبناي کننده  غیرخطی    بر  مدل 
نیم کشنده  یکپارچه خودرو  استراتژي  ارائه  و  سازي تریلر 

یک    بر مبنايسازي  استفاده از بهینهسیستم فرمان و ترمز با  
ردیابی با حفظ پایداري جانبی    منظوربه  چندهدفه  هدف تابع  

 باشد. و اصطکاك پایین می بالا سرعت در شرایط 
 باشد: زیر می صورتبهاین مقاله   ی دهسازمان

پژوهش بررسی  موضوع،  کلیات  اول،  بخش  پیشین،  در  هاي 
قرار    یموردبررسرو و نوآوري اصلی پژوهش  ي پیشهاچالش

کشنده   خودروي  مدل  بررسی  به  دوم  بخش  در  گرفت. 
است. در بخش سوم   شدهپرداختهسیم  افزار تراكتریلر نرمنیم

 یموردبررسدر این پژوهش    شنهادشده یپ   کنندهکنترلواحد  
سازي است. در بخش چهارم نکات مربوط به شبیه  قرارگرفته

است. همچنین   شدهارائه سیم و متلب  تراك  افزارنرم  زمانهم
ترمزگیري   با  همراه  خط  تعویض  مانور   موردبحث جزئیات 

نتایج   قرارگرفته بررسی  به  نیز  پنجم  بخش  در  است. 
مدل    شنهادشدهیپ یکپارچه    کنندهکنترل سازي  شبیه  با 

متفاوت  هاتیوضعبا    لریترمی نکشنده   است.    شدهپرداختهي 
نیز، جمع انتهایی  بخش  یکپارچه در  کنترل  استراتژي  بندي 

 است. شدهارائهپیشنهادي این پژوهش، 

 مدل خودرو  -2

  کنترلی  روش  سازيپیاده  منظوربه   تحقیق  این  در
 سیم تراك افزارنرم  در شدهارائه خودروي مدل   از شنهادشدهیپ 

 در  قدرتمند  بسیار  افزارنرم  یک  میس. تراكاست  شدهپرداخته 
انواع    تست  انجام  و  خودرو  دینامیک  سازيشبیه   زمینه

.  ]24[است    مختلف  خودروهاي  براي  مختلف  مانورهاي 
  همچون   خودروسازي  مختلفهاي  شرکت   کهي طوربه

  هاي آزمایشگاه  در  غیره  و  تویوتا  دوو،   ،ولوو  بنز،  مرسدس

  در دیگر  طرفی  از. برندمی بهره  افزارنرم این از خود تحقیقاتی
  از  محققان  خودرو،  دینامیک  زمینه  يهاپژوهش  از  بسیاري

  یا   و  سازيشبیه  انجام  منظور به  آن  خودروي  هاي مدل
.  ]11-8[اند  برده  استفاده  ، شدهساده  هايمدل  گذاريصحه 

  30  با  تریلرنیم  کشنده  خودروي  مدل  یک  از  مطالعه  این  در
  تریلرنیم  و   کشنده   واحد است.    شدهاستفاده  آزادي  درجه

 مشخصات.  باشد می  محور  3  و   2  داراي  ترتیب  به  خودرو،
مبناي   پژوهش   ن یا  در  مورداستفاده  خودروي   مشخصات  بر 
  شده انتخاب  ]9[  مرجع  پژوهش  در  موردمطالعه  خودروي

 ه یزاوسیم شامل  افزار تراك در این پژوهش ورودي نرم  .است
چرخ نیم فرمان  محور  و  کشنده  جلو  همچنین هاي  و  تریلر 

 باشد. می هاچرخگشتاور ترمزي تمامی 

 يشنهادیکننده پکنترل  -3

 سیستم  یک  پژوهش  این  در  مورداستفادهکننده  کنترل 
 منظور به   که  با ساختار متمرکز است  ترمز  و  فرمان  یکپارچه

  مد لغزشی   روش  از  استفاده  با   يداری پا  حفظ  با  خودرو  ردیابی 
 کنترل   دیاگرام  بلوك  1  شکل   در.  است  شدهگرفته  بکار

  شده ارائه سه لایه،    بر مبناي  پژوهش  این  يشنهادیپ   یکپارچه
بالایی    .است لایه  مبناي در  بلوك    بر  چپ  سمت  بخش 

ایمن   مسیر  متغیرهاي  ابتدا  سپس    شدهاستخراج دیاگرام،  و 
کشنده   واحد  چرخش  نرخ  مرجع  مبنايمتغیر  مدل    بر 

سرعت    ا یپاحالت و  جلو  محور  فرمان  زاویه  از  استفاده  با  و 
خودرو   متغیرهاي    شدهنییتعطولی  تعیین  با  سپس  است. 

آن با  مرتبط  بلوك  در  خطاي   منظوربهها،  مرجع  محاسبه 
ارسال می یکپارچه  به بخش کنترل  در  ردیابی  شوند. سپس 

دریافت    کنندهکنترل ك  بلو حالت  هاگنالیسبا  متغیرهاي  ي 
  بر مبنايي معادل طولی و عرضی  هايورودنشان داده شد،  

مد لغزشی محاسبه خواهد شد. سپس در لایه    کننده کنترل 
از بلوك تخصیص بهینه نیروهاي تایر و   بر  میانی با استفاده 

ي معادل  هايورود،  چندهدفهسازي  حل مسئله بهینه   مبناي
می تایرها  عرضی  و  طولی  نیروهاي  به  به تبدیل  لازم  شوند. 

است   می  منظوربهذکر  تایر  نیروهاي  بهینه  بایست  تخصیص 
این پژوهش،    هاچرخنیروهاي عمودي   محاسبه شوند که در 

، نیروهاي عمودي  ]4[در مرجع    شدهارائه با استفاده از روابط  
از    شدهزدهها تخمین  چرخ  نیروهاي    شدهمشخصاست. پس 
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این  طولی چرخ  دینامیک چرخ،  بلوك مدل  از  استفاده  با  ها، 
با استفاده    شدهلیتبدنیروها به گشتاور ترمزي   است. سپس 

تایرها کنترل   پایینی لغزش طولی  از طرفی  شودیماز لایه   .
بر  پذیر،  دیگر پس از محاسبه نیروي عرضی محورهاي فرمان

فرمان  بلو  اساس زوایاي  تایر،  معکوس  مدل    ها چرخك 
بخشی    ABSاست. لازم به ذکر است که بلوك    شدهاستخراج 

درك بهتر   منظوربهسیم بوده و فقط  از مدل خودروي تراك 
خودرو  مدل  و  طولی  دینامیک  نهایی  خروجی  بین  ارتباط 

نمایش    صورتبه ي  سازادهیپ جهت    است.  شدهدادهمستقل 
  10یکپارچه فرمان و ترمز از مدل دینامیکی  سیستم کنترل  

نیم کشنده  آزادي  درجات    شدهاستفاده  تریلردرجه  است. 
 زاویه  کشنده،   چرخشی  و  طولی، عرضی  آزادي شامل حرکت

چرخ نیم  و  کشنده   مابین  مفصل سرعت  و  است.تریلر    در   ها 
صفحه  2شکل   نیممدل  کشنده  طراحی   منظوربهتریلر  اي 

ي  هاچرخ  مدل   است. در این  شدهارائهکنترل طولی و عرضی  
مجموعه شش   واند  شده  فرض  مرکزي  قسمت  در  هر محور

  در   تریلر  محور  وسط  در  چرخ  یک  صورتبه   تریلرنیم  چرخ
 .است شدهگرفته نظر

با   2  شکل  به  توجه  با و  نیوتن  دوم  قانون  نوشتن    فرض  با 
  هنگام   سنگین  مفصلی  خودروي  فرمان  زاویه  بودن  کوچک

  دینامیک  معادلات  توانیم  بالاسرعت  با  خط  تعویض  مانور
 : ]21[گرفت  نظر در زیر صورتبه را طولی

)1( 

(𝑚𝑚𝑡𝑡 + 𝑚𝑚𝑠𝑠) (�̇�𝑣𝑥𝑥𝑡𝑡 − 𝑣𝑣𝑦𝑦𝑡𝑡�̇�𝜓𝑡𝑡) = −𝑚𝑚𝑠𝑠𝐿𝐿ℎ𝑡𝑡�̇�𝜓𝑡𝑡
2 

−𝑚𝑚𝑠𝑠𝐿𝐿ℎ𝑠𝑠��̈�𝜃 + �̈�𝜓𝑡𝑡�sin𝜃𝜃 + 𝐹𝐹𝑥𝑥𝑠𝑠cos𝜃𝜃 − 𝐹𝐹𝑦𝑦𝑠𝑠sin𝜃𝜃 

−𝑚𝑚𝑠𝑠𝐿𝐿ℎ𝑠𝑠��̇�𝜃 + �̇�𝜓𝑡𝑡�
2cos𝜃𝜃 + 𝐹𝐹𝑥𝑥𝑥𝑥 + 𝐹𝐹𝑥𝑥𝑥𝑥  

نیز   مفصلی  خودروي  عرضی  دینامیک  روابط  همچنین 
 : ]21[گردد  زیر حاصل می صورتبه

)2( 

(𝑚𝑚𝑡𝑡 + 𝑚𝑚𝑠𝑠)��̇�𝑣𝑦𝑦𝑡𝑡 + 𝑣𝑣𝑥𝑥𝑡𝑡�̇�𝜓𝑡𝑡� = 𝑚𝑚𝑠𝑠𝐿𝐿ℎ𝑡𝑡�̈�𝜓𝑡𝑡 

= 𝑚𝑚𝑠𝑠𝐿𝐿ℎ𝑠𝑠��̈�𝜃 + �̈�𝜓𝑡𝑡�cos𝜃𝜃+𝐹𝐹𝑦𝑦𝑥𝑥 + 𝐹𝐹𝑥𝑥𝑠𝑠sin𝜃𝜃 

−𝑚𝑚𝑠𝑠𝐿𝐿ℎ𝑠𝑠��̇�𝜃 + �̇�𝜓𝑡𝑡�
2sin𝜃𝜃 + 𝐹𝐹𝑦𝑦𝑥𝑥 + 𝐹𝐹𝑦𝑦𝑠𝑠cos𝜃𝜃  

)3( 
𝐼𝐼𝑧𝑧𝑧𝑧𝑡𝑡�̈�𝜓𝑡𝑡 + 𝑚𝑚𝑡𝑡𝐿𝐿ℎ𝑡𝑡��̇�𝑣𝑦𝑦𝑡𝑡 + 𝑣𝑣𝑥𝑥𝑡𝑡�̇�𝜓𝑡𝑡� 

= �𝐿𝐿𝑥𝑥𝑡𝑡 + 𝐿𝐿ℎ𝑡𝑡�𝐹𝐹𝑦𝑦𝑥𝑥 + (𝐿𝐿ℎ𝑡𝑡 − 𝐿𝐿𝑥𝑥𝑡𝑡)𝐹𝐹𝑦𝑦𝑥𝑥 

)4( 
𝐼𝐼𝑧𝑧𝑧𝑧𝑠𝑠��̈�𝜃 + �̈�𝜓𝑡𝑡� + 𝑚𝑚𝑡𝑡𝐿𝐿ℎ𝑠𝑠��̇�𝑣𝑦𝑦𝑡𝑡 + 𝑣𝑣𝑥𝑥𝑡𝑡�̇�𝜓𝑡𝑡�cos𝜃𝜃 

= 𝑚𝑚𝑡𝑡𝐿𝐿ℎ𝑠𝑠(�̇�𝑣𝑥𝑥𝑡𝑡 − 𝑣𝑣𝑦𝑦𝑡𝑡�̇�𝜓𝑡𝑡)sin𝜃𝜃 − 𝐿𝐿𝑥𝑥𝑠𝑠𝐹𝐹𝑦𝑦𝑠𝑠 

+ 𝐿𝐿ℎ𝑠𝑠cos𝜃𝜃�𝐹𝐹𝑦𝑦𝑥𝑥 + 𝐹𝐹𝑦𝑦𝑥𝑥� 

− 𝐿𝐿ℎ𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝜃𝜃(𝐹𝐹𝑥𝑥𝑥𝑥 + 𝐹𝐹𝑥𝑥𝑥𝑥) 

شکل   به  توجه  با  جابهمی  2همچنین  و  توان  طولی  جایی 
چارچوب   در  را  کشنده  جرم  مرکز  زیر   صورتبه  XYعرضی 

 :]21[نوشت 

)5( 𝑋𝑋𝑡𝑡 = � �𝑣𝑣𝑥𝑥𝑡𝑡cos𝜓𝜓𝑡𝑡 − 𝑣𝑣𝑦𝑦𝑡𝑡sin𝜓𝜓𝑡𝑡�𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑡𝑡

0
 

)6 ( 𝑌𝑌𝑡𝑡 = � �𝑣𝑣𝑦𝑦𝑡𝑡cos𝜓𝜓𝑡𝑡 + 𝑣𝑣𝑥𝑥𝑡𝑡sin𝜓𝜓𝑡𝑡�𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑡𝑡

0
 

به  مربوط  آزادي  درجه  یک  چرخ  هر  براي  پژوهش  این  در 
نظر   در  آن  همچنین    شدهگرفتهدوران    منظور بهاست. 

در    شدهاستخراج محاسبه لغزش طولی و عرضی تایر از روابط  
ترکیبی    شده استفاده  ]4[مرجع   مدل  براي و  داگوف  تایر 

است    شده گرفتهمحاسبه نیروهاي طولی و عرضی تایر به کار  
]25[ . 

 
 . کننده یکپارچه این پژوهشبلوك دیاگرام کنترل ):1شکل (

 
 . تریلراي کشنده نیممدل صفحه):  2شکل (

 تریلر کنترل طولی کشنده نیم -1-3

ب  يهاکنندهکنترل  لغزشی  در  ه  مد  بالایی که  مقاومت  دلیل 
عدم قطعیت اغتشاشمقابل  و  اخیر دارند، در سال  هاها  هاي 

به  .اندقرارگرفتهمحققان    موردتوجهبسیار   بخش  این    در 
کنترل یک  خودرو  کننده  طراحی  طولی  اساس دینامیکی    بر 

از استفاده  با  و  فعال  ترمز  لغزش  کنترل  مد    ی روش 
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اینرسی    شدهپرداخته  ممان  و  جرم  پژوهش  این  در  است. 
نیم واحد  در   عنوانبه تریلر  چرخشی  پارامتري  قطعیت  عدم 

کنترل  شده گرفتهنظر   لغزش  سطح  لغزشی  است.  مد  کننده 
 : ]26[است  شدهگرفته رابطه زیر در نظر  صورتبه

)7( 𝑠𝑠𝑥𝑥 = �
𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

+ 𝜆𝜆𝑥𝑥�
2

� 𝑒𝑒𝑥𝑥𝑑𝑑𝑑𝑑 

خطا    𝜆𝜆𝑥𝑥که   تابع  همچنین  است.  معین  و  مثبت  ثابت  عدد 
 است:  شدهگرفتهدر نظر  8رابطه  صورتبه
)8( 𝑒𝑒𝑥𝑥 = 𝑋𝑋𝑡𝑡 − 𝑋𝑋𝑡𝑡𝑡𝑡  

به ترتیب موقعیت طولی واقعی و مطلوب مرکز   𝑋𝑋𝑡𝑡𝑡𝑡و    𝑋𝑋𝑡𝑡که  
گیري از سطح لغزش و برابر  باشند. با مشتقجرم کشنده می

�̇�𝑠𝑥𝑥صفر قرار دادن آن (  =  گردد: ) رابطه زیر حاصل می0

)9( �̈�𝑒𝑥𝑥 + 2𝜆𝜆𝑥𝑥�̇�𝑒𝑥𝑥 + 𝜆𝜆𝑥𝑥2𝑒𝑒𝑥𝑥 = 0 

آن   در  تابع    �̈�𝑒𝑥𝑥و    �̇�𝑒𝑥𝑥که  و دوم  اول  بیانگر مشتق  ترتیب  به 
رابطه   جایگذاري  با  هستند.  ردیابی  رابطه    8خطاي    9در 

 گردد: رابطه زیر حاصل می

)10( �̈�𝑋𝑡𝑡 = �̈�𝑋𝑡𝑡𝑡𝑡 − 2𝜆𝜆𝑥𝑥(�̇�𝑋𝑡𝑡 − �̇�𝑋𝑡𝑡𝑡𝑡) − 𝜆𝜆𝑥𝑥2(𝑋𝑋𝑡𝑡 − 𝑋𝑋𝑡𝑡𝑡𝑡) 

و جایگذاري آن در   5گیري از رابطه  همچنین با دو بار مشتق
 گردد: حاصل میبه ترتیب زیر   11، رابطه 1رابطه 

)11( 
�̈�𝑋𝑡𝑡 = (�̇�𝑣𝑦𝑦𝑡𝑡 + 𝑣𝑣𝑥𝑥𝑡𝑡�̇�𝜓𝑡𝑡)sin𝜓𝜓𝑡𝑡 

+
cos𝜓𝜓𝑡𝑡(𝐷𝐷 + 𝑈𝑈𝑥𝑥)

𝑚𝑚𝑠𝑠 + 𝑚𝑚𝑡𝑡
 

 آیند:می به دستزیر  صورتبه 𝑈𝑈𝑥𝑥و   𝐷𝐷که 

)12( 

𝐷𝐷 = −𝑚𝑚𝑠𝑠𝐿𝐿ℎ𝑠𝑠��̈�𝜃 + �̈�𝜓𝑑𝑑�sin𝜃𝜃 

−𝑚𝑚𝑠𝑠𝐿𝐿ℎ𝑠𝑠��̇�𝜃 + �̇�𝜓𝑡𝑡�
2cos𝜃𝜃 − 𝑚𝑚𝑠𝑠𝐿𝐿ℎ𝑡𝑡�̇�𝜓𝑡𝑡

2 

𝑈𝑈𝑥𝑥 = 𝐹𝐹𝑥𝑥𝑥𝑥 + 𝐹𝐹𝑥𝑥𝑥𝑥 + 𝐹𝐹𝑥𝑥𝑠𝑠cos𝜃𝜃 − 𝐹𝐹𝑦𝑦𝑠𝑠sin𝜃𝜃 

کننده  توان ورودي کنترل، می11و    10هاي  رابطهبا ترکیب  
)𝑈𝑈𝑥𝑥 آورد: به دست) را از رابطه زیر 

)13( 
𝑈𝑈𝑥𝑥 = �𝑚𝑚𝑠𝑠+𝑚𝑚𝑡𝑡

cos𝜓𝜓𝑡𝑡
� ��̈�𝑋𝑡𝑡𝑡𝑡 − 2𝜆𝜆𝑥𝑥��̇�𝑋𝑡𝑡 − �̇�𝑋𝑡𝑡𝑡𝑡� −

𝜆𝜆𝑥𝑥2(𝑋𝑋𝑡𝑡 − 𝑋𝑋𝑡𝑡𝑡𝑡) − (�̇�𝑣𝑦𝑦𝑡𝑡 + 𝑣𝑣𝑥𝑥𝑡𝑡�̇�𝜓𝑡𝑡)sin𝜓𝜓𝑡𝑡�  

از ورودي  حالت استفاده  با  لغزش   𝑈𝑈𝑥𝑥هاي سیستم  به سطح 
𝑠𝑠𝑥𝑥  رسند و هدف از ورودي  می𝑈𝑈𝑥𝑥𝑠𝑠هاي سیستم ، حفظ حالت

)  16است. با توجه به شرایط لغزش رابطه (  𝑠𝑠𝑥𝑥بر روي سطح  
 گردد: حاصل می

)14( 𝑠𝑠𝑥𝑥�̇�𝑠𝑥𝑥 ≤ −𝜀𝜀𝑥𝑥|𝑠𝑠𝑥𝑥| 

 گردد: به ترتیب زیر حاصل می 𝑈𝑈𝑥𝑥𝑠𝑠این اساس   بر
)15( 𝑈𝑈𝑥𝑥𝑠𝑠 = −𝑘𝑘𝑥𝑥sat(𝑠𝑠𝑥𝑥 ,𝜙𝜙𝑥𝑥)  

داراي مقادیر مثبت و ثابتی    𝜀𝜀𝑥𝑥و    𝑘𝑘𝑥𝑥که در آن پارامترهاي  
زیر حاصل    صورتبه  𝑈𝑈𝑥𝑥,𝑒𝑒𝑒𝑒هستند. درنهایت ورودي کنترلی  

 گردد: می

)16( 
𝑈𝑈�𝑥𝑥,𝑒𝑒𝑒𝑒 = �𝑚𝑚�𝑠𝑠+𝑚𝑚𝑡𝑡

cos𝜓𝜓𝑡𝑡
� ��̈�𝑋𝑡𝑡𝑡𝑡 − 2𝜆𝜆𝑥𝑥��̇�𝑋𝑡𝑡 − �̇�𝑋𝑡𝑡𝑡𝑡� −

𝜆𝜆𝑥𝑥2(𝑋𝑋𝑡𝑡 − 𝑋𝑋𝑡𝑡𝑡𝑡) − (�̇�𝑣𝑦𝑦𝑡𝑡 + 𝑣𝑣𝑥𝑥𝑡𝑡�̇�𝜓𝑡𝑡)sin𝜓𝜓𝑡𝑡�  

−𝐷𝐷� − 𝐾𝐾𝑥𝑥sat(𝑠𝑠𝑥𝑥 ,𝜙𝜙𝑥𝑥)  

 . باشندمی 𝑚𝑚𝑠𝑠و   𝐷𝐷مقادیر نامی   𝑚𝑚�𝑠𝑠و   �𝐷𝐷در روابط فوق  که

 تریلر کنترل عرضی کشنده نیم -2-3

خودرو سرعت  افزایش  کم،   با  اصطکاك  با  مسیرهایی    در 
بودن   مقاوم  و  عملکرد  عدم    کنندهکنترل سرعت  برابر  در 

اغتشاشقطعیت و  در  ها  کلیدي  نقشی  کننده،  مداخله  هاي 
حفظ   و  مسیر  سریع  ردیابی  در  خودرو  عملکرد  بازدهی 

کنترل    روازاین  .داردپایداري   از  پژوهش  این  لغزشی    مد در 
نیز   عرضی  کنترل  طراحی    شده استفادهبراي  از  است. هدف 

جابهکنترل  متغیرهاي  ردیابی  عرضی  عرضی،  کننده  جایی 
زاویه   و  کشنده  چرخش  ورودي زاویه  است.  هاي  مفصل 

و  کشنده  جلوي  محور  فرمان  زاویه  شامل  عرضی  کنترل 
نیم میمحورهاي  کنترل   منظوربهباشد.  تریلر  کننده  طراحی 

 گردد: زیر تعریف می صورتبهلغزشی، بردار سطح لغزش  مد

)17( 
𝑺𝑺𝒚𝒚 = [𝑠𝑠𝑦𝑦1 𝑠𝑠𝑦𝑦2 𝑠𝑠𝑦𝑦3]𝑻𝑻 

     = �̇�𝒆𝒚𝒚 + 2𝚲𝚲𝒚𝒚𝒆𝒆𝒚𝒚 + 𝚲𝚲𝒚𝒚2𝑷𝑷 

 زیر تعریف شده است: صورتبه 𝑷𝑷و  𝒆𝒆𝒚𝒚  ،�̇�𝒆𝒚𝒚 ،𝚲𝚲𝒚𝒚 که

)18( 

𝒆𝒆𝒚𝒚 = [𝑒𝑒𝑦𝑦1 𝑒𝑒𝑦𝑦2 𝑒𝑒𝑦𝑦3]𝑇𝑇

= [𝑌𝑌 − 𝑌𝑌𝑡𝑡 𝜓𝜓𝑡𝑡 − 𝜓𝜓𝑡𝑡𝑡𝑡 𝜃𝜃 − 𝜃𝜃𝑡𝑡]𝑇𝑇  

�̇�𝒆𝒚𝒚 = [�̇�𝑒𝑦𝑦1 �̇�𝑒𝑦𝑦2 �̇�𝑒𝑦𝑦3]𝑇𝑇  

𝚲𝚲𝒚𝒚 = diag(𝜆𝜆𝑦𝑦1, 𝜆𝜆𝑦𝑦2, 𝜆𝜆𝑦𝑦3) 

𝑷𝑷 = �� 𝑒𝑒𝑦𝑦1𝑑𝑑𝑑𝑑 �𝑒𝑒𝑦𝑦2𝑑𝑑𝑑𝑑 �𝑒𝑒𝑦𝑦3𝑑𝑑𝑑𝑑�
𝑇𝑇

 

 گردد: گیري از سطح لغزش رابطه زیر حاصل میبا مشتق
)19( �̇�𝑺𝒚𝒚 = �̈�𝒆𝒚𝒚 + 2𝚲𝚲𝒚𝒚�̇�𝒆𝒚𝒚 + 𝚲𝚲𝒚𝒚2𝒆𝒆𝒚𝒚 
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می دیگر  سوي  عرضی  از  دینامیک  روابط  ترکیب  با  توان 
) و مشتق دوم رابطه  4تا    2خودروي کشنده مفصلی (روابط  

(رابطه  جابه کشنده  واحد  جرم  مرکز  عرضی  فرم  6جایی   ،(
 به دست  20رابطه    صورتبهفضاي حالت دینامیک جانبی را  

 آورد:
)20( 𝑴𝑴�̈�𝑿𝒚𝒚 = 𝑨𝑨 + 𝑏𝑏𝑼𝑼𝒚𝒚  

�̈�𝑿𝒚𝒚 = �
�̈�𝑌
�̈�𝜓
�̈�𝜃
� 

𝑼𝑼𝒚𝒚 = �
𝑈𝑈𝑦𝑦1
𝑈𝑈𝑦𝑦2
𝑈𝑈𝑦𝑦3

� 

𝑏𝑏 = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝜓𝜓𝑡𝑡  

𝑨𝑨

= �
−𝑚𝑚𝑠𝑠cos𝜓𝜓𝑡𝑡𝐿𝐿𝑥𝑥𝑠𝑠��̇�𝜓𝑡𝑡 + �̇�𝜃�

2
sin𝜃𝜃 + (𝑚𝑚𝑡𝑡 +𝑚𝑚𝑠𝑠)sin𝜓𝜓𝑡𝑡(�̇�𝑣𝑥𝑥𝑡𝑡 − �̇�𝜓𝑡𝑡𝑣𝑣𝑦𝑦𝑡𝑡)

(𝑚𝑚𝑡𝑡𝐿𝐿ℎ𝑡𝑡sin𝜃𝜃)sin𝜓𝜓𝑡𝑡(�̇�𝑣𝑥𝑥𝑡𝑡 − �̇�𝜓𝑡𝑡𝑣𝑣𝑦𝑦𝑡𝑡)
(𝑚𝑚𝑡𝑡𝐿𝐿𝑥𝑥𝑠𝑠sin𝜃𝜃cos𝜓𝜓𝑡𝑡 + 𝑚𝑚𝑡𝑡𝐿𝐿𝑥𝑥𝑠𝑠cos𝜃𝜃)(�̇�𝑣𝑥𝑥𝑡𝑡 − �̇�𝜓𝑡𝑡𝑣𝑣𝑦𝑦𝑡𝑡)

� 

𝑼𝑼𝒚𝒚 = �
𝐹𝐹𝑦𝑦𝑥𝑥 + 𝐹𝐹𝑦𝑦𝑥𝑥 + 𝐹𝐹𝑦𝑦𝑠𝑠cos𝜃𝜃 + 𝐹𝐹𝑥𝑥𝑠𝑠sin𝜃𝜃

(𝐹𝐹𝑦𝑦𝑥𝑥 + 𝐹𝐹𝑦𝑦𝑥𝑥)𝐿𝐿ℎ𝑡𝑡 + 𝐹𝐹𝑦𝑦𝑥𝑥𝐿𝐿𝑥𝑥𝑡𝑡 − 𝐹𝐹𝑦𝑦𝑥𝑥𝐿𝐿𝑥𝑥𝑡𝑡
(𝐹𝐹𝑦𝑦𝑥𝑥 + 𝐹𝐹𝑦𝑦𝑥𝑥)𝐿𝐿𝑥𝑥𝑠𝑠 cos𝜃𝜃 − (𝐹𝐹𝑥𝑥𝑥𝑥 + 𝐹𝐹𝑥𝑥𝑥𝑥)𝐿𝐿𝑥𝑥𝑠𝑠 sin𝜃𝜃 − 𝐹𝐹𝑦𝑦𝑠𝑠𝐿𝐿𝑥𝑥𝑠𝑠

� 

رابطه   رابطه    19با صفر در نظر گرفتن  با  ،  20و ترکیب آن 
 گردد: ) حاصل می21رابطه (

)21( 𝑼𝑼𝒚𝒚 =
1
𝑏𝑏𝑴𝑴

��̈�𝑿𝒚𝒚𝒚𝒚 − 2𝚲𝚲𝒚𝒚�̇�𝒆𝒚𝒚 − 𝚲𝚲𝒚𝒚2𝒆𝒆𝒚𝒚� −
1
𝑏𝑏 𝑨𝑨 

شرایط   کردن  لحاظ  با  رابطه    شدهارائه همچنین  ،  14در 
کنترل لغزشی  ورودي  مد  محاسبه   صورتبهکننده  زیر 

 شود: می

)22( 
𝑼𝑼�𝒚𝒚,𝒆𝒆𝒆𝒆 =

1
𝑏𝑏
𝑴𝑴� ��̈�𝑿𝒚𝒚𝒚𝒚 − 2𝚲𝚲𝒚𝒚�̇�𝒆𝒚𝒚 − 𝚲𝚲𝒚𝒚2𝒆𝒆𝒚𝒚� 

− 1
𝑏𝑏
𝑨𝑨� − 𝑲𝑲𝒚𝒚𝑼𝑼𝒚𝒚𝒚𝒚   

 𝑴𝑴  و  𝑨𝑨ي  هاسیماترمقادیر نامی    �𝑴𝑴و    �𝑨𝑨در روابط فوق   که
 نیز عبارتند از: 𝑼𝑼𝒚𝒚𝒚𝒚و   𝑲𝑲𝒚𝒚همچنین باشند.  می

)23( 𝑲𝑲𝒚𝒚 = diag�𝐾𝐾𝑦𝑦1,𝐾𝐾𝑦𝑦2,𝐾𝐾𝑦𝑦3� 

𝑼𝑼𝒚𝒚𝒚𝒚 = [sat(𝑠𝑠𝑦𝑦1,𝜙𝜙𝑦𝑦1) sat(𝑠𝑠𝑦𝑦2,𝜙𝜙𝑦𝑦2) sat(𝑠𝑠𝑦𝑦3,𝜙𝜙𝑦𝑦3)]𝑇𝑇  

 تریلر کنترل پایداري کشنده نیم -3-3

حرکت   تایرها،  جانبی  نیروي  از  استفاده  با  فرمان  کنترل 
را   می  منظوربه خودروي  تنظیم  به ردیابی  توجه  با  کند. 

لغزش  نیروي  شدهاشباع که  بحرانی  شرایط  در  تایر  هاي 

ناپایداري قرار می گیرد.  خودرو زیاد است، خودرو در شرایط 
روي  قابلیت بهبود نی  ییتنهابهدر این وضعیت سیستم فرمان  

نمی خودرو  جانبی  پایداري  و  نداشته  را  تایر  تواند  جانبی 
تضمین شود. براي حل این مسئله در این بخش به طراحی 
ترمز  مبناي  بر  سنگین  مفصلی  خودروي  یاو  کنترل گشتاور 

از توزیع   شدهپرداخته تفاضلی   است. بدین منظور با استفاده 
سب به  مطلوب نیروهاي ترمزي هر چرخ و اعمال گشتاور منا

افزایش واحد کشنده و نیم پایداري جانبی و چرخشی  تریلر، 
 یابد. می

همچنین   لغزشی  مد  کنترل   يسازادهیپ   منظوربهکنترل 
بررسی سیستم    منظوربهاست.    شدهاستفادهگشتاور چرخشی  

، گشتاور چرخشی مستقیم 3ترمز تفاضلی، با توجه به شکل  
 شود. میبه روابط دینامیک چرخشی اضافه 

 
تریلر به همراه  درجه آزادي کشنده نیم 10مدل :  )3(شکل  

 . گشتاور چرخشی ناشی از ترمزگیري تفاضلی
زیر   واردشدهگشتاور چرخشی   رابطه  از  به خودروي مفصلی 

 گردد: حاصل می

)24( 
𝑄𝑄𝑡𝑡 = �(𝐹𝐹𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 + 2𝐹𝐹𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥) − (𝐹𝐹𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 + 2𝐹𝐹𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥)�

𝑇𝑇𝑡𝑡
2

 

𝑄𝑄𝑠𝑠 = [3(𝐹𝐹𝑥𝑥𝑠𝑠𝑥𝑥 − 𝐹𝐹𝑥𝑥𝑠𝑠𝑥𝑥)]
𝑇𝑇𝑠𝑠
2

 

روابط   به  مستقیم  چرخشی  گشتاور  شدن  اضافه  ، 4و    3با 
 گردد: روابط زیر حاصل می

)25( 
𝐼𝐼𝑧𝑧𝑧𝑧𝑡𝑡�̈�𝜓𝑡𝑡 + 𝑚𝑚𝑡𝑡𝐿𝐿ℎ𝑡𝑡��̇�𝑣𝑦𝑦𝑡𝑡 + 𝑣𝑣𝑥𝑥𝑡𝑡�̇�𝜓𝑡𝑡� 

= �𝐿𝐿𝑥𝑥𝑡𝑡 + 𝐿𝐿ℎ𝑡𝑡�𝐹𝐹𝑦𝑦𝑥𝑥 + (𝐿𝐿ℎ𝑡𝑡 − 𝐿𝐿𝑥𝑥𝑡𝑡)𝐹𝐹𝑦𝑦𝑥𝑥 + 𝑄𝑄𝑡𝑡   

)26( 
𝐼𝐼𝑧𝑧𝑧𝑧𝑠𝑠��̈�𝜃 + �̈�𝜓𝑡𝑡� + 𝑚𝑚𝑡𝑡𝐿𝐿ℎ𝑠𝑠��̇�𝑣𝑦𝑦𝑡𝑡 + 𝑣𝑣𝑥𝑥𝑡𝑡�̇�𝜓𝑡𝑡�cos𝜃𝜃 

= 𝑚𝑚𝑡𝑡𝐿𝐿ℎ𝑠𝑠𝑎𝑎𝑥𝑥𝑡𝑡sin𝜃𝜃 + 𝐿𝐿ℎ𝑠𝑠cos𝜃𝜃�𝐹𝐹𝑦𝑦𝑥𝑥 + 𝐹𝐹𝑦𝑦𝑥𝑥� 
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− 𝐿𝐿ℎ𝑠𝑠sin𝜃𝜃(𝐹𝐹𝑥𝑥𝑥𝑥 + 𝐹𝐹𝑥𝑥𝑥𝑥) − 𝐿𝐿𝑥𝑥𝑠𝑠𝐹𝐹𝑦𝑦𝑠𝑠 + 𝑄𝑄𝑠𝑠   

افزایش پایداري جانبی و مانورپذیري    منظوربهدر این بخش  
تفاضلی   ترمز  سیستم  طراحی  به  سنگین،  مفصلی  خودرو 

واحد   منظوربه چرخشی  سرعت  و  جانبی  سرعت  ردیابی 
از روش     است. بر  شدهپرداخته لغزشی    مدکشنده با استفاده 

رابطه زیر در    صورتبهاین اساس سطح لغزش در این بخش  
 است: شدهگرفتهنظر 

)27( 
𝑆𝑆𝑠𝑠1 = �

𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

+ 𝜆𝜆1��𝑒𝑒𝑠𝑠1 𝑑𝑑𝑑𝑑 

𝑆𝑆𝑠𝑠2 = �
𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

+ 𝜆𝜆2��𝑒𝑒𝑠𝑠2 𝑑𝑑𝑑𝑑 

 گردد: حاصل میگیري از سطح لغزش، رابطه زیر با مشتق
)28( �̇�𝑺𝒚𝒚 = �̇�𝒆𝒚𝒚 + diag(𝜆𝜆1, 𝜆𝜆2)𝒆𝒆𝒚𝒚 

 است: شدهف یتعرزیر  صورتبه 𝒆𝒆𝒚𝒚و   �̇�𝑺𝒚𝒚که 

)29( 

�̇�𝑺𝒚𝒚 = [�̇�𝑆𝑠𝑠1 �̇�𝑆𝑠𝑠2]𝑻𝑻  

𝒆𝒆𝒚𝒚 = [𝑒𝑒𝑠𝑠1 𝑒𝑒𝑠𝑠2]𝑇𝑇  

= ��̇�𝜓𝑡𝑡 − �̇�𝜓𝑡𝑡𝑡𝑡 + 𝜂𝜂�𝑣𝑣𝑦𝑦𝑡𝑡 − 𝑣𝑣𝑦𝑦𝑡𝑡𝑡𝑡� �̇�𝜃 − �̇�𝜃𝑡𝑡�
𝑇𝑇

  

و لحاظ کردن شرایط لغزش    28با صفر در نظر گرفتن رابطه  
 : دیآیم به دست، رابطه زیر 14در رابطه  شدهارائه 

)30( 
𝑼𝑼𝒚𝒚,𝒆𝒆𝒆𝒆 = 𝑴𝑴� 𝒚𝒚(𝑨𝑨𝒚𝒚𝒚𝒚 −  diag(𝜆𝜆1, 𝜆𝜆2)𝒆𝒆𝒚𝒚) 

−𝑨𝑨�𝒚𝒚 − 𝑲𝑲𝒚𝒚𝑼𝑼𝒚𝒚𝒚𝒚   

 باشد:زیر می صورتبه 𝑼𝑼𝒚𝒚𝒚𝒚و   𝑴𝑴𝒚𝒚  ،�̇�𝑿𝒚𝒚𝒚𝒚  ،𝑨𝑨𝒚𝒚  ،𝑼𝑼𝒚𝒚,𝒆𝒆𝒆𝒆  ،𝑲𝑲𝒚𝒚که 

)31( 

𝑴𝑴𝒚𝒚 = �𝐼𝐼𝑧𝑧𝑡𝑡 0
𝐼𝐼𝑧𝑧𝑠𝑠 𝐼𝐼𝑧𝑧𝑠𝑠

�   𝑨𝑨𝒚𝒚𝒚𝒚 = �
�̈�𝜓𝑡𝑡𝑡𝑡 − 𝜂𝜂��̇�𝑣𝑦𝑦𝑡𝑡 − �̇�𝑣𝑦𝑦𝑡𝑡𝑡𝑡�

�̈�𝜃𝑡𝑡
� 

𝑨𝑨𝒚𝒚 = �
−𝑚𝑚𝑡𝑡𝐿𝐿ℎ𝑡𝑡(�̇�𝑣𝑦𝑦𝑡𝑡 + �̇�𝜓𝑡𝑡𝑣𝑣𝑥𝑥𝑡𝑡)

𝑚𝑚𝑡𝑡𝐿𝐿𝑥𝑥𝑠𝑠sin𝜃𝜃𝑎𝑎𝑥𝑥𝑡𝑡 − 𝑚𝑚𝑡𝑡𝐿𝐿𝑥𝑥𝑠𝑠cos𝜃𝜃(�̇�𝑣𝑦𝑦𝑡𝑡 + �̇�𝜓𝑡𝑡𝑣𝑣𝑥𝑥𝑡𝑡)
� 

𝑼𝑼𝒚𝒚,𝒆𝒆𝒆𝒆 = �
𝑈𝑈𝑠𝑠,𝑒𝑒𝑒𝑒1
𝑈𝑈𝑠𝑠,𝑒𝑒𝑒𝑒2

�    𝑲𝑲𝒚𝒚 = diag(𝐾𝐾𝑠𝑠1,𝐾𝐾𝑠𝑠2) 

𝑼𝑼𝒚𝒚𝒚𝒚 = [sat(𝑠𝑠𝑠𝑠1,𝜙𝜙𝑠𝑠1) sat(𝑠𝑠𝑠𝑠2,𝜙𝜙𝑠𝑠2)]𝑇𝑇 

�𝑴𝑴و    𝑨𝑨�𝒚𝒚در روابط فوق   که 𝒚𝒚  هاي  مقادیر نامی ماتریس𝑨𝑨𝒚𝒚  و 
𝑴𝑴𝒚𝒚  چرخشی  باشند.  می گشتاورهاي  نهایت  به   واردشدهدر 

 گردد: خودروي مفصلی سنگین از رابطه زیر حاصل می
)32( 𝑄𝑄𝑡𝑡,𝑒𝑒𝑒𝑒 = 𝑈𝑈𝑠𝑠,𝑒𝑒𝑒𝑒1 − 𝑈𝑈𝑦𝑦2;     𝑄𝑄𝑠𝑠,𝑒𝑒𝑒𝑒 = 𝑈𝑈𝑠𝑠,𝑒𝑒𝑒𝑒2 − 𝑈𝑈𝑦𝑦3 

در این پژوهش متغیرهاي مرجع بر اساس یک مانور تعویض  
پایین   اصطکاك  شرایط  در  ترمزگیري  با  همراه  خط 

یک   بر اساس  𝜃𝜃و    𝑣𝑣𝑥𝑥𝑡𝑡  ،𝑌𝑌𝑡𝑡  ،𝜓𝜓𝑡𝑡این اساس    . براندشدهانتخاب

 .اندشدهاستخراج در بزرگراه  بالاسرعتسناریو تعویض خط با 
دیگر   سوي  اساساز  جانبی    بر  لغزش  محدودسازي  اهمیت 

تاب و  کشنده  کردن  قیچی  از  پیشگیري  در  خوردن  کشنده 
) صفر در  𝑣𝑣𝑦𝑦𝑡𝑡تریلر، مقدار مطلوب سرعت جانبی کشنده ( نیم

کشنده    شده گرفتهنظر   مرجع  چرخش  نرخ  همچنین  است. 
چرخ در نظر  بر مبناي مدل سه  ای پاحالتنیز بر اساس مدل  

  است : شدهگرفته

)33( 

�̇�𝜓𝑡𝑡𝑠𝑠𝑠𝑠 =
𝑣𝑣𝑥𝑥𝑡𝑡

𝐿𝐿𝑥𝑥𝑡𝑡 + 𝐿𝐿𝑥𝑥𝑡𝑡 + 𝐾𝐾𝑢𝑢𝑣𝑣𝑥𝑥𝑡𝑡2
𝛿𝛿𝑡𝑡 

𝐾𝐾𝑢𝑢 = 𝑚𝑚𝑡𝑡
𝐿𝐿𝑥𝑥𝑡𝑡𝐶𝐶𝑥𝑥𝑡𝑡 − 𝐿𝐿𝑥𝑥𝑡𝑡𝐶𝐶𝑥𝑥𝑡𝑡
𝐶𝐶𝑥𝑥𝑡𝑡𝐶𝐶𝑥𝑥𝑡𝑡�𝐿𝐿𝑥𝑥𝑡𝑡 + 𝐿𝐿𝑥𝑥𝑡𝑡�

 

+𝑚𝑚𝑠𝑠𝐿𝐿𝑥𝑥𝑠𝑠
(𝐿𝐿𝑥𝑥𝑡𝑡 − 𝐿𝐿ℎ𝑡𝑡)𝐶𝐶𝑥𝑥𝑡𝑡 − (𝐿𝐿𝑥𝑥𝑡𝑡 + 𝐿𝐿ℎ𝑡𝑡)𝐶𝐶𝑥𝑥𝑡𝑡
𝐶𝐶𝑥𝑥𝑡𝑡𝐶𝐶𝑥𝑥𝑡𝑡(𝐿𝐿𝑥𝑥𝑡𝑡 + 𝐿𝐿𝑥𝑥𝑡𝑡)(𝐿𝐿ℎ𝑠𝑠 + 𝐿𝐿𝑥𝑥𝑠𝑠)

 

طرفی   نرخ   منظوربهاز  بیشینه  محدودیت  گرفتن  نظر  در 
با   تایر  از محدودیت ضریب اصطکاك  ناشی  چرخش کشنده 
جاده و شتاب جانبی آستانه واژگونی استاتیکی، نرخ چرخش  

 : ]27[است  شدهگرفتهزیر در نظر  صورتبهمرجع کشنده 

)34( 

�̇�𝜓𝑡𝑡,𝑥𝑥𝑙𝑙𝑚𝑚 =
1
𝑣𝑣𝑥𝑥𝑡𝑡

min(0.85𝜇𝜇𝜇𝜇, 𝑎𝑎𝑦𝑦𝑥𝑥𝑦𝑦𝑥𝑥𝑥𝑥) 

�̇�𝜓𝑡𝑡𝑡𝑡 = �
1
𝑣𝑣𝑥𝑥𝑡𝑡

min(0.85𝜇𝜇𝜇𝜇, 𝑎𝑎𝑦𝑦𝑥𝑥𝑦𝑦𝑥𝑥𝑥𝑥) , �̇�𝜓𝑡𝑡,𝑠𝑠𝑠𝑠 ≥ �̇�𝜓𝑡𝑡,𝑥𝑥𝑙𝑙𝑚𝑚

�̇�𝜓𝑡𝑡,𝑠𝑠𝑠𝑠 , �̇�𝜓𝑡𝑡,𝑠𝑠𝑠𝑠 < �̇�𝜓𝑡𝑡,𝑥𝑥𝑙𝑙𝑚𝑚

 

در این پژوهش و    موردمطالعهبا توجه به مشخصات خودروي  
با    𝑎𝑎𝑦𝑦𝑥𝑥𝑦𝑦𝑥𝑥𝑥𝑥،  ]28[مرجع   نظر    0.3𝜇𝜇برابر  .  است  شدهگرفته در 

در مرجع   شنهادشدهیپ همچنین از مدل زاویه مفصل مرجع  
 است. شده استفاده ]4[

 تخصیص نیروهاي تایرها -4-3

بروز    یاصل  يهااز علت  یکی   يترمز  يروهایع نامناسب نیتوز
نیم يداریناپا در  کشنده  است.  ترمزگیري  هنگام  در  تریلر 

نیروهاي   مناسب  توزیع  فرمان،  و  ترمز  ترکیبی  مانورهاي 
ترمزي از اهمیت بیشتري برخوردار است. در شرایط حرکت 

خودرو   بالا سرعتبا   پایداري  محدوده  پایین،  اصطکاك  و 
صورت،  ابد ی یمکاهش   ترمزي  به  گشتاور  افزایش  با  که  ی 

احتمال  چرخ  بیشتر میقفل شدن آنها،  که  یشود. هنگامها 
جلویچرخ  محور  چرخ  یهاي  شود،  قفل  فرمان  کشنده  ها 

شود. از طرفی قفل  ر مییناپذکشنده فرمان  جهیدرنتنگرفته و  
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چرخ  کشنده   يهاشدن  سر  عقب  چرخش  به  آن یمنجر  ع 
نیم به  مییترنسبت  نتلر  که  قیگردد  آن  کردن ی چیجه 

است.   مفصلی  وقتخودروي  لر  یترنیم  يهاچرخ  یهمچنین 
نیمشوندقفل   است  ممکن  که  یتر،  چرخیده  مفصل  حول  لر 

تاب ترباعث  مییخوردن  عملکرد  ]29[شود  لر  طرفی  از   .
و اصطکاك پایین، کاهش    بالا سرعتسیستم فرمان فعال در  

می سیستمپیدا  و  شرایط کند  این  در  فعال  ترمز  هاي 
عملکرد    عنوانبهتوانند  می بهبود  به  کمکی،  سیستم 

به هدف    دینامیکی خودرو کمک کنند. از سوي دیگر با توجه
فعال   ترمز  سیستم  پژوهش،  این  در  مسیر  ردیابی  کنترل 

دستیابی به کنترل ردیابی سرعت طولی    منظوربهبایست  می
چرخ ترمزي  گشتاور  تنظیم کشنده،  را  مفصلی  خودرو  هاي 

تایرها،    نماید.  نیروي  بهینه  تخصیص  جهت  پژوهش  این  در 
دستیابی   منظوربهاست.    شنهادشدهیپ سازي  یک مسئله بهینه 

مبناي   بر  جانبی  پایداري  حفظ  با  ردیابی  کنترل  اهداف  به 
با ضرایب متغیر به کار    چندهدفهظرفیت نیروهاي تایر، تابع  

  با   فیزیکی  نظر  تایرها، از  اصطکاك  نیروهاي.  است  شدهگرفته
  تایر،   عمودي  نیروهاي  و  جاده  سطح  اصطکاك  ضریب
سیستم.  شوند می  محدود   ايلحظه   کنترل   هايعملکرد 

می تایر  نیروهاي  به  وابسته  سیستمخودرو  این  لذا    ها باشد. 
تایرنیروي  که  کنندمی  عمل  خوب  زمانی   تنها   هاي 

  . تایر با جاده باشند  مجاز اصطکاك  محدوده  در  شدهمحاسبه
پژوهش   این  ترمزي    منظوربهدر  نیروهاي  بهینه  توزیع 

 شود:سازي میکمینهسازي زیر ها، تابع بهینهچرخ 
)35(  𝐽𝐽𝑇𝑇 = � �

𝛽𝛽𝑥𝑥𝑙𝑙𝐹𝐹𝑥𝑥𝑙𝑙2

2
�

𝑙𝑙=𝑥𝑥𝑥𝑥,𝑥𝑥𝑥𝑥,𝑥𝑥𝑥𝑥,𝑥𝑥𝑥𝑥,𝑠𝑠𝑥𝑥,𝑠𝑠𝑥𝑥

+ �
�𝛽𝛽𝑦𝑦𝑙𝑙𝐹𝐹𝑦𝑦𝑙𝑙2 �

2
𝑗𝑗=𝑥𝑥𝑥𝑥,𝑥𝑥𝑥𝑥,𝑠𝑠𝑥𝑥,𝑠𝑠𝑥𝑥

+ �
(𝑈𝑈𝑦𝑦,𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 − 𝑈𝑈𝑦𝑦𝑒𝑒)2

2
𝑒𝑒=1,2,3

+
(𝑈𝑈𝑥𝑥,𝑒𝑒𝑒𝑒 − 𝑈𝑈𝑥𝑥)2

2

+ �
(𝑄𝑄𝑚𝑚,𝑒𝑒𝑒𝑒 − 𝑄𝑄𝑚𝑚)2

2
𝑚𝑚=𝑡𝑡,𝑠𝑠

 

آن در  𝛽𝛽𝑥𝑥𝑙𝑙که  = 𝑤𝑤𝑖𝑖𝛼𝛼
(𝜇𝜇𝑖𝑖𝐹𝐹𝑧𝑧𝑖𝑖)2

𝛽𝛽𝑦𝑦𝑗𝑗و      = 𝛼𝛼
(𝜇𝜇𝑗𝑗𝐹𝐹𝑧𝑧𝑗𝑗)2

مقدار     است. 
دست در  زیادي  اهمیت  تایرها  طولی  لغزش  به  نسبت  یابی 

خودروي   جانبی  پایداري  همچنین  و  ردیابی  کنترل  اهداف 

مفصلی دارد. با بررسی نمودار تغییرات نیروي طولی و عرضی  
می لغزش،  نسبت  برحسب  نسبت تایرها  اهمیت  به  توان 

تایر در مح   کهينحوبهلغزش مطلوب   نیروهاي  دوده  ظرفیت 
عمل   در  بهینه  لغزش  نسبت  برد.  پی  شوند،  حفظ  مناسب 
تابعی از شرایط جاده و تایر، سرعت خودرو و عوامل محیطی  
مطلوب  مقدار  از  تایر  لغزش  نسبت  که  شرایطی  در  است. 

یابد. از  بیشتر شود، مقدار نیروهاي طولی و عرضی کاهش می
آن  طرفی با توجه به شیب بیشتر نیروي جانبی تایر، کاهش  

هاي  در چرخ   کهی درصورتاین اساس    . بر]6[    باشدبیشتر می
پذیر نسبت لغزش از نسبت لغزش مطلوب بیشتر شود، فرمان

یابد.  کننده ردیابی دینامیک عرضی کاهش میعملکرد کنترل 
انجام   با  ادامه  بررسی محدوده    يهاي سازهیشبدر  و  مختلف 

، مقدار  بالاسرعتنیروهاي تایر در محدوده اصطکاك پایین و  
براي   مطلوب  فرمانفرمان  يهاچرخ لغزش  و  به  ناپذیر  پذیر 

نظر    12/0و    06/0ترتیب   همچنین    شدهگرفتهدر  است. 
وزنی    منظوربه ضرایب  از  تایر  نیروهاي    𝑤𝑤𝑙𝑙تنظیم 

چرخ شدهاستفاده براي  ضرایب  این  که  یک  ،  طرفین  هاي 
و   ثابت  اساسمحور  آن  بر  طولی  لغزش  مقدار  ها  ماکزیمم 

 شوند: زیر تعیین می صورتبه

)36( 𝑤𝑤𝑙𝑙 =

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧0.1 𝜆𝜆𝑖𝑖

𝜆𝜆𝑜𝑜𝑜𝑜𝑡𝑡,𝑖𝑖
;       0 ≤ 𝜆𝜆𝑖𝑖

𝜆𝜆𝑜𝑜𝑜𝑜𝑡𝑡,𝑖𝑖
< 1

 𝜆𝜆𝑖𝑖
𝜆𝜆𝑜𝑜𝑜𝑜𝑡𝑡,𝑖𝑖

;             1 ≤ 𝜆𝜆𝑖𝑖
𝜆𝜆𝑜𝑜𝑜𝑜𝑡𝑡,𝑖𝑖

< 2

10 𝜆𝜆𝑖𝑖
𝜆𝜆𝑜𝑜𝑜𝑜𝑡𝑡,𝑖𝑖

;                𝜆𝜆𝑖𝑖
𝜆𝜆𝑜𝑜𝑜𝑜𝑡𝑡,𝑖𝑖

≥ 2

  

بهینه   منظوربه مسئله  رابطه  حل  از  به    35سازي  نسبت 
مستقل   و   شدهارائه متغیرهاي  گرفته  مشتق  زیر  رابطه  در 
فرم نهایی رابطه    ت یدرنها.  شود یمداده    نتیجه برابر صفر قرار

 شود:سازي میساده 37رابطه  صورتبه جبري، 

)37( 𝑬𝑬[𝐹𝐹𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 𝐹𝐹𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 𝐹𝐹𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 𝐹𝐹𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 𝐹𝐹𝑥𝑥𝑠𝑠𝑥𝑥 𝐹𝐹𝑥𝑥𝑠𝑠𝑥𝑥 𝐹𝐹𝑦𝑦𝑥𝑥𝑥𝑥 𝐹𝐹𝑦𝑦𝑠𝑠𝑥𝑥]  
= 𝑮𝑮8×1 

ماتریسدرایه  پیوست    𝐺𝐺و    𝐸𝐸هاي  هاي  است.    شدهارائه در 
جانبی   نیروي  براي  پژوهش  این  در  که  است  ذکر  به  لازم 
عمودي  نیروهاي  نسبت  از  محور  یک  طرفین  تایرهاي 

محور  چرخ  همان  تقسیم   شدهاستفادههاي  نحوه  این  است. 
  بر ایناست.    شنهادشده یپ نیز    ]30[نیروي جانبی در مرجع  

𝛽𝛽𝑧𝑧𝑥𝑥اساس از ضرایب   = 𝐹𝐹𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧
𝐹𝐹𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧

  ،𝛽𝛽𝑧𝑧𝑥𝑥 = 𝐹𝐹𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧
𝐹𝐹𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧

𝛽𝛽𝑧𝑧𝑠𝑠و    = 𝐹𝐹𝑧𝑧𝑠𝑠𝑧𝑧
𝐹𝐹𝑧𝑧𝑠𝑠𝑧𝑧

براي  
نیممحورهاي   از   .است  شده استفاده  تریلرکشنده  پس 
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استخراج نیروهاي ترمزي چرخ، با استفاده از رابطه دینامیک 
تغییرات  بودن  دسترس  در  همچون  فرضیاتی  با  و  چرخ 

ها، برابر بودن نیروي طولی تایر با نیروي  سرعت دورانی چرخ 
از گشتاور   نظرصرفو همچنین    شدهاستخراج ترمزي   کردن 

محاسبه   چرخ  هر  ترمزي  گشتاور  غلتشی،  . شودیممقاوم 
چرخ  منظوربه دورانی  سرعت  تغییرات  از محاسبه  نیز  ها 

چرخ دورانی  سرعت  تراكمشتق  خودروي  مدل  سیم هاي 
   است. شدهاستفاده

هاي محور جلو  محاسبه زاویه فرمان چرخ  منظوربه همچنین  
نیم و محور  تایر  کشنده  روابط معکوس  از  در    شدهارائه تریلر 

پژوهش    است.  شدهاستفاده  ]31[مرجع   این  در   منظوربهدر 
اول   مرتبه  مدل  از  ترمز  عملگر  دینامیک  رفتار  گرفتن  نظر 

 است: شدهاستفادهرابطه زیر  صورتبه

)38( 𝑇𝑇𝑏𝑏𝑙𝑙 =
𝑇𝑇𝑏𝑏𝑙𝑙,𝑥𝑥𝑒𝑒𝑥𝑥
𝜏𝜏𝑏𝑏𝑠𝑠 + 1

 

خروجی    𝑇𝑇𝑏𝑏𝑙𝑙,𝑥𝑥𝑒𝑒𝑥𝑥که   مرجع  ترمزي  کننده  کنترلگشتاور 
و    𝜏𝜏𝑏𝑏،  یکپارچه زمانی  می  𝑠𝑠ثابت  لاپلاس  عملگر  باشد.  نیز 

زمانی   ترمز    𝜏𝜏𝑏𝑏ثابت  عملگرهاي  نظر   09/0براي  در 
براي عملگر فرمان    طور به است. همچنین    شدهگرفته مشابه، 

 است.  شدهاستفاده 05/0نیز از مدل مرتبه اول با ثابت زمانی 

 سازي شبیه  -4

کنترلی    منظوربه استراتژي  به    شنهادشده یپ ارزیابی 
کامپیوتريشبیه  از    سازي  استفاده  متلب/   افزارنرمبا 

بررسی    شدهپرداخته سیمولینک   به  منظور  بدین  است. 
خودروي   نرم  30عملکرد  آزادي  در   میستراكافزار  درجه 

بحرانی   خط  تعویض  تعویض   شدهپرداختهمانور  مانور  است. 
سرعت در  خطرناكخط  از  یکی  بالا  بوده  هاي  مانورها  ترین 

شود  اي را شامل میدرصد از تصادفات جاده  17که بیش از  
ترمزگیري    .]32[ با  همراه  خط  تعویض  عدم    منظوربهمانور 

بزرگراه در  اساس ها  برخورد  طرح  بر  مسیر  واحد  ریزي 
زمانی  تیدرنهاو    شدهنییتع اطلاعات  و    ییجاجابه،  طولی 

کشنده   جرم  مرکز  این    .]9[است    شدهاستخراجعرضی  در 
اولیه   سرعت  با  خودرو  حرکت    km/h  100مانور،  حال  در 

انجام   به  تصمیم  راننده  ثانیه  نیم  گذشت  از  پس  که  است 
می ترمزگیري  با  خط  مانور  تعویض  این  انجام  زمان    6کند. 

نیز    هیثان و شتاب ترمزگیري خودرو  باشد.  می  2m/s 2بوده 
جاده   با  تایر  اصطکاك  ضریب  نظر    3/0همچنین  در 

شکل    شدهگرفته در  سرعت،    4است.  خودرو،  حرکت  مسیر 
مانور   در  مرجع  مفصل  زاویه  و  کشنده  واحد  چرخش  زاویه 

 است.  شدهداده، نشان ذکرشدهتعویض خط 

 
 )الف(

 
 )ب(

 
 )ج(

: الف) مسیر  شدهيسازهیشب: مانور تعویض خط )4(شکل 
ج) زاویه چرخش  ؛ب) سرعت طولی کشنده ؛حرکت خودرو

 .واحد کشنده و زاویه مفصل مرجع
خودروي    منظوربه عملکرد  نتایج  شدهکنترل مقایسه   ،

راننده    شنهادشدهیپ کننده  کنترل  مدل  و    میستراكبا 
کنترل داراي  معمولی  بدون    ABSکننده  خودروي  و 

کننده  اند. مدل کنترل با هم مقایسه شده  ABSکننده  کنترل 
متغیر    میستراكراننده   دو  با  مسیر  بهینه  کنترل  اساس  بر 

طولی  جابهمستقل   و  عرضی  کنترلجایی  با  کننده  همراه 
 است. شدهاستخراج  ذکرشدهشرایط  بر اساسطولی 
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 نتایج و بحث  -5

مقایسه بهتر عملکرد خودرو به بررسی   منظوربهدر این بخش 
بر   میستراك   افزارنرمعملکرد خودروي مفصلی مدل شده در  

راننده    اساس کشنده    شده پرداخته مدل  خودروي  است. 
و بدون این    ABSتریلر در دو وضعیت داراي سیستم ترمز  نیم

 منظور بهاساس    اینبر  است.    قرارگرفته  یموردبررسسیستم  
از   عملکرد سه حالت  مقایسه  به  این بخش  در  بهتر،  بررسی 

است. در حالت    شدهپرداخته تریلر  مدل خودروي کشنده نیم
ترمز سیستم  بدون  مفصلی  خودروي  بدون    ABS  اول،  و 

مدل راننده   بر اساسکننده یکپارچه و فقط  استفاده از کنترل 
نظر    میستراك   افزارنرم دوم    هشدگرفتهدر  حالت  در  است. 

است.    شدهگرفته، در نظر  ABS  شبیه به حالت اول اما با ترمز
خودروي   از  سوم  حالت  در  توسط   شده کنترل همچنین 

 است.  شدهاستفاده، شدهکنترل کننده یکپارچه کنترل 
  ABSبدون سیستم ترمز  نتایج حالت اول بیانگر ضعف خودرو

در  در   است.  ردیابی  ترمزگیري  ابتدا  در   طورهمانهمان   که 
قفل شدن چرخشودیم  مشاهده  8تا    5هاي  شکل با    هاي، 
  ، داکردهی پ پذیري خودرو کاهش  کشنده، توانایی فرمان  يجلو

چرخ شدن  قفل  با  نیمسپس  تاب  هاي  ناپایداري  مد  تریلر، 
 است.  شدهشروعتریلر خوردن نیم 

 
 . مسیر حرکت مرکز جرم کشنده :)5(شکل  

 
 . سرعت طولی کشنده :)6(شکل  

 
.زاویه چرخش کشنده :)7(شکل    

 
.مفصل زاویه :)8(شکل    

در  به مفصلی  خودروي  جانبی  دینامیک  بررسی  منظور 
چرخش  10و    9هاي  شکل نرخ  و  جانبی  سرعت  تغییرات   ،

نشان   کشنده  عملکرد    است.  شدهدادهواحد  و  ردیابی  نتایج 
دلیل  به  اول  حالت  به  نسبت  دوم  حالت  خودرو  دینامیک 

سیستم   می   ABSوجود  از   ABSسیستم    اگرچهباشد.  بهتر 
چرخ  شدن  کردهقفل  جلوگیري  توزیع  ،  ها  دلیل  به  اما 

تایر نیروهاي  ردیابی    ، نامناسب    نشده انجام  یخوببهکنترل 
پایداري خودرو    کهي طوربه  باشد می  کوچکاست و محدوده 

که لغزش طولی    زیرا؛  شودیمدر انتهاي مانور خودرو ناپایدار  
محور  چرخ  و  کشنده  عقب  محور  و  نیمهاي  بوده  بالا  تریلر 

آن  میافزایش  بهها  منجر  ترتیب  به  ناپایداري  تواند   مدهاي 
تریلر شود. از سوي دیگر با بررسی  نیمقیچی شدن و چرخش 

جانبینمودارهاي   خودرو   سرعت  چرخش  زاویه  نرخ  و 
پذیري  تایر بر فرماننامناسب توزیع نیروهاي   تأثیرتوان به می

 پی برد. نیز  تریلرکشنده نیمو پایداري عرضی خودروي 
نیروي   ترمزي،  نیروي  نامناسب  توزیع  به  توجه  با  طرفی  از 
طولی تایرهاي محور جلو کشنده خیلی زود به حالت اشباع  

به همین دلیل خودرو   .شوندیمهاي جلو قفل  رسیده و چرخ
انج موفقیت  با  را  مانور  دهد.  نتوانسته  بررسی   منظوربهام 

شکل در  خودرو  طولی  دینامیک    16تا    11هاي  عملکرد 
چرخ  سرعت  و  تایرها  طولی  لغزش  در  تغییرات  خودرو  هاي 

نمایش   مانور  انجام  اول    شدهدادههنگام  حالت  در  است. 
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هاي جلو به صفر رسیده  ثانیه سرعت چرخ   5/1پس از    حدوداً
فرمان خودرو  دوم  و  حالت  در  طرفی  از  است.  شده  ناپذیر 

ها به صفر نرسیده اما نسبت لغزش  از چرخ  کیسرعت هیچ  
نیروهاي   کاهش  به  منجر  مسئله  این  و  است  زیاد  تایرها 

 جانبی تایرها و افزایش ناپایداري جانبی خودرو شده است. 
است که در حالت سوم به دلیل توزیع مناسب   یحالدر  این  

بهینه  لغزش  محدوده  در  تایر  لغزش  نسبت  تایر،  نیروهاي 
که منجر به حفظ نیروهاي طولی و عرضی تایر در    شدهحفظ 

است.  شده  ماکزیمم  بررسی    محدوده  با  دیگر  سوي  از 
می خودرو  چرخش  زاویه  نرخ  و  لغزش  به  نمودارهاي  توان 

پذیري و پایداري نامناسب توزیع نیروهاي تایر بر فرمان  تأثیر
 پی برد. نیز   تریلرکشنده نیمعرضی خودروي 

بیانگر   سوم  حالت  به  مربوط  ردیابی  بسزاي    تأثیرنتایج 
ردیابی    شنهادشدهیپ یکپارچه  کننده  کنترل    . باشدمیدر 

عرضی،   و  طولی  موقعیت  ردیابی  خطاي  بیشینه  که  طوري 
برابر    زاویه چرخش کشنده ترتیب  به  مفصل  زاویه  ،  83/1و 

است.  53/9و    42/4،  56/0 مشاهده  همان  درصد  که  طور 
کنترلمی یکپارچه  شود  بهبود   تأثیرکننده  روي  بر  بسزایی 

گذاشته  مفصلی  خودروي  عرضی  و  طولی  دینامیک  عملکرد 
 است.

با تقسیم مناسب نیروهاي تایر، منجر   کننده یکپارچهکنترل 
یر در محدوده  به کاهش مقدار ماکزیمم نیروي نرمالیز شده تا

مدهاي  است  شدهنه یبهلغزش   وقوع  احتمال  ترتیب  بدین   .
ش قیچی  به  مربوط  کاهش  ناپایداري  را  تریلر  و چرخش  دن 

در  داده است و محدوده پایداري خودرو را افزایش داده است.
ترمزي    17شکل   چرخ  واردشدهگشتاور  خودروي به  هاي 

نیز زوایاي فرمان    18در شکل  است.    شدهدادهمفصلی نشان  
نیم در  .  است  شدهارائه   تریلرمحور جلو کشنده و محور عقب 

خودرو    1جدول   عرضی  و  طولی  ردیابی  عملکرد  مقایسه  به 
و    پیشنهادي این پژوهش  کنندهکنترلبا    شدهکنترلمفصلی  

مرجع    کنندهکنترل  بدون    ]21[ پیشنهادي  خودرو  مدل  و 
دوم)    کنندهکنترل  نتایج    شدهپرداخته (حالت  است. 

بهبود  آمدهدستبه در    91و    85،  56،  10  بیانگر  درصدي 
عملکرد ردیابی موقعیت طولی، عرضی، زاویه چرخش کشنده  

پیشنهادي نسبت به مدل    کننده کنترلو زاویه مفصل خودرو  
 است.  کنندهکنترلبدون 

 
 سرعت جانبی کشنده  :)9(شکل  

 
نرخ زاویه چرخش کشنده :)10(شکل    

 
 .لغزش طولی تایرهاي خودروي حالت اول :)11(شکل  

 
 .هاي خودروي حالت اولسرعت چرخ  :)12(شکل  

 
 . لغزش طولی تایرهاي خودروي حالت دوم :)13(شکل  
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 . هاي خودروي حالت دومسرعت چرخ :)14(شکل  

 
 . شدهکنترل لغزش طولی تایرهاي خودروي  :)15(شکل  

 
 . شدهکنترل هاي خودروي سرعت چرخ :)16(شکل  

این   پیشنهادي  روش  به  مربوط  نتایج  مقایسه  با  همچنین 
  84و    87،  88،  22  توان به بهبودمی  ]21[پژوهش با مرجع  

م ردیابی  عملکرد  در  زاویه  درصدي  عرضی،  طولی،  وقعیت 
خودرو   مفصل  زاویه  و  کشنده    کننده کنترل چرخش 

بدون   مدل  به  نسبت    ] 21[مرجع    کنندهکنترلپیشنهادي 
نکته   برد.  رفتار    تأملقابلپی  در مقابل    ها کنندهکنترلدیگر 

  اندازهبهتریلر  عدم قطعیت جرم و ممان اینرسی چرخشی نیم
است.    20 نامی  مقادیر    کننده کنترل که    صورتنی بددرصد 

مقاوم رفتار  پژوهش  این  این  پیشنهادي  به  نسبت  پذیرتري 
است.  عدم قطعیت داشته  بیشترین کاهش  به صورتها  ی که 

حداکثر   پیشنهادي  روش  عرضی  ردیابی  درصد   13عملکرد 
این   است.  حال بوده  مقدار    یدر  این  که    درروشاست 

 درصد است.  42، ]21[در مرجع  شنهادشدهیپ 

 گیرينتیجه  -6

استراتژ یک  ارائه  به  پژوهش  کنترل   منظوربه  نینو  ياین 
نیم کشنده  خودروي  مانور  یکپارچه  هنگام  و    فرمانتریلر 

پایداري   منظوربه  زمانهمترمزگیري   با حفظ  کنترل ردیابی 
توان به جانبی پرداخته است. بدین منظور این مطالعه را می

الگوریتم   ارائه یک  و  مسیر  ردیابی  کنترل  دو بخش طراحی 
عرض  منظوربهجدید   و  طولی  نیروهاي  تایرها  تخصیص  ی 

 تقسیم کرد.  

 
 . هاي خودروبه چرخ واردشدهگشتاور ترمزي  :)17(شکل  

 
 . تریلرهاي کشنده و نیمزاویه فرمان چرخ :)18(شکل  

 

 .هاي مختلفحالت بر اساسمقایسه درصد خطاي ردیابی طولی و عرضی خودرو مفصلی  :)1(جدول  
 متغیر 

 مدل خودرو 
 زاویه مفصل  زاویه چرخش کشنده  عرضی  ییجاجابه طولی  ییجاجابه

 RMS بیشینه RMS بیشینه RMS بیشینه RMS بیشینه

 65/59 00/100 89/37 91/89 59/28 68/56 35/6 96/11 کنندهکنترل  بدون
 51/35 23/57 09/20 24/35 05/3 82/4 61/1 36/2 ] 9[مرجع  
 93/47 26/81 11/25 63/48 63/3 41/6 81/1 66/2 (با وجود عدم قطعیت)   ]9[مرجع  
 92/7 53/9 49/1 42/4 24/0 56/0 54/0 83/1 کننده پیشنهادي کنترل 
 72/8 87/10 64/1 01/5 26/0 62/0 56/0 01/2 کننده پیشنهادي (با وجود عدم قطعیت)کنترل 

 



 

 

 بحرانی  خط  تعویض  مانور  هنگام  در  تریلرنیم  کشنده  خودروي  ترمز  و  فرمان  کنترل  جدید  استراتژي 73

 

1شماره  /20دوره  /3140مکانیک هوافضا/ سال   

تعویض  مسیر  ردیابی  کنترل  طراحی  به  نخست،  بخش  در 
شرایط   در  ترمزگیري  با  همراه  اصطکاك    بالا سرعتخط  و 

کنترل  است.  شدهپرداختهپایین   مطالعه،  این  مد  در  کننده 
سیستم کنترل   بر اساس ردیابی موقعیت طولی    لغزشی براي

همچنین   فعال،  دینامیک    منظوربهترمز  متغیرهاي  ردیابی 
جلوي   محور  براي  فعال  فرمان  از سیستم  استفاده  با  جانبی 

افزایش عملکرد سیستم و براي    تریلرکشنده و محورهاي نیم
کنترل جانبی  پایداري  حفظ  با  ردیابی    مدکننده  کنترل 

پیشنهاد    صورتبهلغزشی   سپس    شدهدادهمستقل  است. 
جدید    منظوربه الگوریتم  یک  تایر،  نیروهاي  بهینه  تخصیص 

 است. شدهارائه 
از    آمدهدستبهنتایج   کنترل   تأثیرحاکی  کننده  بسزاي 

پایداري  محدوده  افزایش  و  ردیابی  کنترل  در  یکپارچه 
نیم کشنده  ظرفیت خودروي  از  مناسب  استفاده  با  تریلر 

همان است.  تایر  توزیعنیروهاي  با  شد،  مشاهده  که    گونه 
سیستم مشارکت  عرضی،  و  طولی  نیروهاي  هاي  مناسب 

این    شده تیریمد  یخوببهکنترلی   از  استفاده  با  است. 
  شدهعیتوزکارانه  کننده نیروي ترمزي محورها محافظهکنترل 

است. بدین ترتیب احتمال وقوع مدهاي ناپایداري مربوط به 
تابقیچی و  نیمشدن  کاهش  خوردن  و    شده دادهتریلر 

خودرو،   پایداري    بنابراین؛  است  افتهیشیافزامحدوده 
یکپارچه  کنترل  به   یخوببه  شنهادشدهیپ کننده  منجر 
جانبی  دست پایداري  حفظ  با  ردیابی  کنترل  اهداف  به  یابی 

به    بالا سرعتدر   پایین شده است. لازم  و وضعیت اصطکاك 
 یکپارچه به دلیل محاسبات بالا داراي  کننده کنترل ذکر است  

میچالش حل  زمان  و  هزینه  افزایش  همچون  باشد.  هایی 
متفاوت   بازه  به  توجه  با  کارهمچنین  سیستم   يفرکانس 

فعال،   ترمز  و  نیازمند سازادهیپ فرمان  یکپارچه  کنترل  ي 
با سختسیستم  نرمهاي  و  میافزار  قدرتمندي  از  افزار  باشد. 

بهینه  مسئله  عددي  حل  صورت  در  احتمال طرفی  سازي، 
این   که  دارد  وجود  محلی  مینیمم  نقاط  در  شدن  گرفتار 

 تواند چالشی براي یافتن جواب مطلوب باشد. می زینموضوع 

 فهرست علائم  -7

𝐹𝐹𝑥𝑥𝑥𝑥(𝑥𝑥)  نیروي طولی چرخ محور جلو (عقب) کشنده 
𝐹𝐹𝑥𝑥𝑠𝑠 تریلرنیروي طولی چرخ نیم 

𝐹𝐹𝑦𝑦𝑥𝑥(𝑥𝑥)  (عقب) کشنده نیروي عرضی چرخ محور جلو 
𝐹𝐹𝑦𝑦𝑠𝑠 تریلرنیروي عرضی چرخ نیم 
𝐹𝐹𝑧𝑧  نیروي عمودي چرخ 
𝜇𝜇 شتاب گرانش 

𝑚𝑚𝑡𝑡(𝑠𝑠) تریلر) کشنده (نیم جرم 

𝐿𝐿𝑥𝑥𝑠𝑠(𝑥𝑥𝑠𝑠) 
)  عقب(  جلو  محور  و  لریترمین مرکز جرم بین  فاصله

 تریلرنیم

𝐿𝐿ℎ𝑡𝑡(𝑠𝑠) 
کشنده   بین   فاصله جرم   چرخ  و )  تریلرنیم(  مرکز 
 پنجم

𝐿𝐿𝑥𝑥𝑡𝑡(𝑥𝑥𝑡𝑡) 
) عقب(  جلو  محور  و   کشنده  مرکز جرم بین  فاصله

 آن 
𝑣𝑣𝑥𝑥𝑡𝑡(𝑦𝑦𝑡𝑡)  سرعت طولی (عرضی) واحد کشنده 
𝑋𝑋𝑡𝑡(𝑡𝑡𝑡𝑡)  موقعیت طولی (مرجع) مرکز جرم کشنده 
𝑌𝑌𝑡𝑡(𝑡𝑡𝑡𝑡)  موقعیت عرضی (مرجع) مرکز جرم کشنده 
𝛿𝛿𝑡𝑡(𝑠𝑠) تریلر) زاویه فرمان کشنده (نیم 
𝜃𝜃(𝑡𝑡)  (مرجع) مفصلزاویه 
𝜆𝜆 نسبت لغزش تایر 
𝜇𝜇  ضریب اصطکاك تایر با جاده 

𝜓𝜓𝑡𝑡(𝑡𝑡𝑡𝑡) زاویه (مرجع) چرخش کشنده 
�̇�𝜓𝑡𝑡(𝑡𝑡𝑡𝑡) نرخ زاویه (مرجع) چرخش کشنده 
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 ):37هاي ماتریس رابطه (درایه 

𝑒𝑒11(22) = 𝛽𝛽𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥(𝑥𝑥) + 1 + �𝐿𝐿𝑥𝑥𝑠𝑠sin𝜃𝜃�2 + (0.5𝑇𝑇𝑡𝑡)2  

𝑒𝑒12 = 1 + �𝐿𝐿𝑥𝑥𝑠𝑠sin𝜃𝜃�2 − (0.5𝑇𝑇𝑡𝑡)2 

𝑒𝑒13(14) = 2 + 2�𝐿𝐿𝑥𝑥𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝜃𝜃�
2 ± (𝑇𝑇𝑡𝑡)2 2⁄ ; 𝑒𝑒15 =  sin𝜃𝜃 

𝑒𝑒16 = 𝑒𝑒25 = 𝑒𝑒26 = 𝑒𝑒35 = 𝑒𝑒36 = 𝑒𝑒35 = 𝑒𝑒36 = 𝑒𝑒15 

𝑒𝑒17 = −𝐿𝐿𝑥𝑥𝑠𝑠2 sin𝜃𝜃cos𝜃𝜃(1 + 𝛽𝛽𝑧𝑧𝑥𝑥)  

𝑒𝑒18 = 3sin𝜃𝜃(𝐿𝐿𝑥𝑥𝑠𝑠𝐿𝐿𝑥𝑥𝑠𝑠 + 1)(1 + 𝛽𝛽𝑧𝑧𝑠𝑠) 

𝑒𝑒21 = 𝑒𝑒12; 𝑒𝑒23 = 𝑒𝑒14;  𝑒𝑒24 = 𝑒𝑒13    

𝑒𝑒43 = 2𝑒𝑒13; 𝑒𝑒27 = 𝑒𝑒37 = 𝑒𝑒47 = 𝑒𝑒17 

𝑒𝑒28 = 𝑒𝑒18; 𝑒𝑒31 = 𝑒𝑒13;    𝑒𝑒32 = 𝑒𝑒14 

𝑒𝑒33(44) = 𝛽𝛽𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥(𝑥𝑥) + 2𝑒𝑒13(14);  𝑒𝑒34 = 2𝑒𝑒14 

𝑒𝑒47 = 𝑒𝑒37 = 𝑒𝑒27 = 𝑒𝑒17;  𝑒𝑒38 = 2𝑒𝑒18 

;  𝑒𝑒48 = 𝑒𝑒38; 𝑒𝑒41 = 𝑒𝑒13; 𝑒𝑒42 = 𝑒𝑒14 

𝑒𝑒45 = 𝑒𝑒46 = 𝑒𝑒15;  𝑒𝑒68 = 𝑒𝑒58 = 0 

𝑒𝑒51 = 𝑒𝑒52 = 𝑒𝑒61 = 𝑒𝑒62 = 3cos𝜃𝜃;  

𝑒𝑒53 = 𝑒𝑒54 = 𝑒𝑒63 = 𝑒𝑒64 = 6cos𝜃𝜃; 

𝑒𝑒55(66) = 𝛽𝛽𝑥𝑥𝑠𝑠𝑥𝑥(𝑥𝑥) + 9 + (1.5𝑇𝑇𝑠𝑠)2  

𝑒𝑒56 = 𝑒𝑒65 = 9 − (1.5𝑇𝑇𝑠𝑠)2; 

𝑒𝑒67 = 𝑒𝑒57 = 3sin𝜃𝜃 �1 + 𝛽𝛽𝑧𝑧𝑥𝑥�;  𝑒𝑒75 = 𝑒𝑒76 = 𝑒𝑒57 

𝑒𝑒71 = 𝑒𝑒72 = −𝐿𝐿𝑥𝑥𝑠𝑠2 sin𝜃𝜃cos𝜃𝜃;  𝑒𝑒73 = 𝑒𝑒74 = 2𝑒𝑒71 
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