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استفاده   به  توجه  صنا  يدی بری ه  يااستوانه   يهاپوسته از    روزافزونبا  تحلی در  مختلف  ل  یع 
ارتعاشات آزاد    ،پژوهش  نیدر ا  .باشدی م  يادیت زیاهم  يدارا  هاسازه ن نوع  یارتعاشات آزاد ا 

ل و  یتحل مورد  ی کی استات  درویه فشار    ری تحت تأث  فلز)-ت ی (کامپوز يدی بریه   يااستوانه پوسته  
  ی ک یعنوان  به   يد ی بریه  يها در پوسته   یک یاستات  درویفشار ه   یبررس .  قرارگرفته است  یبررس

مختلف    طی عملکرد سازه در شرا  یررس نه سازه، بیبه  یطراح   يبرا  ازی موردنو  از موارد مهم  
و    رشکلییتغ  یبررس   ق،یتحق  نیهدف ا.  هستو ...    فشارحمل و مقاومت در برابر  ، ت یطیمح

  يااستوانه پوسته    يرا برا  يمرز  طی مختلف است. شرا  یکی استات  درویه  فشاررفتار سازه تحت 
ساده یگصورت  به و  آزاد  گرفته   ردار،  نظر  حا  شدهدر  معادلات  پوسته  کاست،  ساختار  بر  م 

با    یس ی صورت ماتررنش به کو روابط تنش و    ییدان جابجای بر اساس م  يدی بریه  يااستوانه 
تئور از  اول  یبرش  تغییرشکل  ياستفاده  با  دست به   لتونیهم  اصل  و  هاپوسته   مرتبه  و  آمده 

  ده ی حل گرد  سازهمعادلات حاکم بر  افته،یم یتعم  یلیفرانسیمربعات د   ياستفاده از روش عدد
به فلز، طول به  ت ینسبت کامپوز  ،یکی استات دروی فشار ه ،ی تیمواد کامپوز  اف،یال هیزاو ریو تأث

  است.   شدهلیو تحل  یپوسته بررس  یعی فرکانس طب  يشعاع و ضخامت به شعاع استوانه بر رو
قرارگرفته شده است.    یو صحت سنج   سهی شده مورد مقاانجام   قاتیتحق  جیبا نتا   يعدد  جینتا
توز   يدی بریکه پوسته ه  دهندینشان م  جینتا خاص،    یمواد مرکب و در نسبت حجم  عی با 
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 مقدمه -1
ترک  ییهاسازه  يدیبریه  يهاپوسته  از  که  مواد   بیهستند 

از ساختارها با استفاده  مانند    ییمختلف با خواص متفاوت و 
م ساخته  شکل  اشوندیپوسته  از    نی.  معمولاً  ساختارها 

فلز  بیترک غ   يمواد  ف  يرفلزیو    ، ی کربن  ي برهای(مانند 
کامپوز  ای  ياشه یش  يبرهایف دیگرتیمواد  تشکی  و    شدهلی) 

از   مکان   هاآنهدف  خواص  سازگار  یکیبهبود  مح  يو    طیبا 
ي هیبریدي ترکیب و بهبود  ها پوسته است. مزایاي استفاده از  

مکانیکی،   مقاومت،  سازنهیبهخواص  حفظ  با  وزن  ي 
است.  ریپذانعطاف  ... و  طراحی   يااستوانه   يهاپوسته ي 

و مقاومت در    یسبک  ،یکیمکان   اتیخصوص  لیبه دل  يدیبریه
، صنایع  هوافضاصنایع    ازجملهی  متنوع   عیبرابر فشار، در صنا

دریایی،  خودروسازدفاعی،   صنایع  انتقال،  لوله  خطوط  ي، 
 . رندیگیمقرار  مورداستفادهانرژي و... 

ولیو   تغییرشکل   ]1[ردي  بالاي  مرتبه  تئوري  از  استفاده  با 
این    هیچندلاي  هاپوستهبرشی،   کردند،  بررسی  را  الاستیک 

تئوري پوسته سندرز است و توزیع   شدهاصلاح تئوري حالت  
کرنش برشی عرضی در سرتاسر ضخامت پوسته را   واریسهم

نظر   داد    آمدهدستبهنتایج    .ردیگیمدر  نظرنشان   هیکه 
  1996در سال    است.  ترق یمرتبه اول دق   هیمرتبه بالاتر از نظر
استاوسکی و  فرکانس  ]2[  راند  و  براي    يهاپاسخ  را  ویژه 

و  ياهیلا  يااستوانه   يهاپوسته  مرزي   دوار  شرایط  تحت 
موردبررس از   اتشانتحقیق  در  هاآن   قراردادند.  یمختلف 
لا تقریب  گو  تئوري  روش  ها  آن  .کردنداستفاده    لرکیناو 

مهم از  یکی  محیطی  سفتی  که  دادند  در    نیترنشان  عوامل 
فرکانس است.  يهامحاسبه  سال   طبیعی  و    1998  در  لام 

استوانه   ]3[  لوي پوسته  یک  بر  را  مرزي  شرایط  دوار    يااثر 
نازك از  هاآن  قراردادند.   یموردبررس  جدار  خود  پژوهش    در 

منابع    را باو نتایج    کردند  لرکین استفادهاتئوري لاو و روش گ
ي  اهیپوسته موردمطالعه داراي آرایش لا اند.دیگر تطبیق داده

ها  فرکانس  محیطی،   يهااست. با افزایش تعداد موج  ]0  90  0[
همچنین با  ،  شوندیدر شرایط مرزي مختلف به هم نزدیک م 

فرکانس  ي هاموج  شیافزا سپس  محیطی  و  کاهش  ابتدا  ها 
م سال    . ابندییافزایش  و  1998در  ارتعاشات      ] 4[  مکی  لی 

تقو  يااستوانه   ي هاپوسته  با  چرخش  حال     ي هاکنندهتیدر 
تجز مورد  تحقیقاتشان   ها آن  ، قراردادند  لیوتحلهیمتعامد    در 

ها اثر پارامترهایی از قبیل  آن  از روش انرژي استفاده کردند. 
تقو عرض  به  ارتفاع  و  ،  ها کنندهتینسبت  پوسته  ضخامت 

قراردادند. موردمطالعه  را  پوسته  شعاع  به  ها  آن  نسبت طول 
طبیعی   ها کنندهتیتقودادند  نشان     يهاپوسته  فرکانس 

افزایش  کامپوزیتی   سال    . دهندیمرا    سوزوکی،   1998در 
و  مخازن   يها یبررس  ] 5[  چینو  شیکاناي  روي  بر  عددي 

اپوکسی   يااستوانه  و  لمینت  متقارن  مقطع  سطح  با 
از    شده ت یتقو استفاده  با  دادند.  انجام  الیاف  بافت  جهت  در 

لاگ مینیمم  و  روش  مودها  شکل  طبیعی،  فرکانس  رانژین 
ها  آن  يهایژگ یوردن و وآتوزیع گشتاور خمشی را به دست  

  2003در سال    ] 6[نگ و همکاران    قراردادند.  یرا موردبررس
  يهایژگیو  يمختلف بر رو  يپارامترها  ریکردن تأث  یبه بررس

  پرداختند.  یتیکامپوز  هیچندلا یمخروط ي هافرکانس  پوسته 
که    هاآن  رسیدند  نتیجه  این  کامپوزیتی هایژگیوبه  مواد  ي 
  ریتأثي فرکانسی دارد، که این  هایژگیو ی بر  توجهقابل  ریتأث

محیطی   مود  شماره  پیدا  تربزرگبراي  اهمیت  بیشتر   ،
باقري.   کند یم و  پوسته   ]7[   جعفري  آزاد  ارتعاشات 

کردند که در    یرا بررس  نگیبا ر  شدهتیتقو  نازك  يااستوانه 
بود.    ریها متغخروج از مرکز آن   زیو ن  هانگ یر  نیآن فواصل ب

  ي هاپوسته   کنواختیریمسئله غ   يسازنه یبه  يها براروش آن 
ترک  يااستوانه  بود.  يمرز  طیشرا  باتیبا  مناسب    مختلف 

بهدریافتند    ها آن    در  عیتوز  ي پارامترها  ریمقاد  يسازنه یبا 
  توانیرا م  یعیطب  يهاثابت، فرکانس  با جرم    هاکنندهت یتقو
قابلبه اول.  داد  شیافزا  یتوجهطور    ي هاتیفعال  نیاز 

بررس  یقاتیتحق حوزه  ارتعاش  یدر  مشبک   يهاسازه  یرفتار 
استوانه   یتیکامپوز نوع  تحق  توانیم  يااز   ]8[  منگلف  قیبه 

سال   اا  2007در  نمود.  فرکانس    نیشاره  محاسبه  با  محقق 
کامپوز  یعیطب مشبک  از  ساخته   يااستوانه   یتیپوسته  شده 

رز  افیال و  بررس  یاپوکس  نیکربن    یکینامید  يداری پا  یبه 
م  نیا خواص  گرفتن  نظر  در  با  پرداخت  ییرایسازه  . سازه 

ن  یخراب  گلفمن با  را  سوخت  از  محاسبه  يروهایمخزن  شده 
  ی ناش ی خط يو امتدادها ییرایم بیکه ضرا یمعادلات حرکت

کرد.    ینیبشیپ   رد،یگیرا در برم  ياضربه   يبارها  راتییاز تغ
سال   بررس  ]9[  و همکارانش  یلیخل  2012در  ارتعاش   یبه 

پوسته  تئور  هیبریدي  يهااستوانه   ي هاآزاد  از  استفاده   ي با 
در   ]10[  مرتبه بالا پرداختند. لانگ ژائو  يبعدالاستیسیته سه 
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از فرض  2013سال   ی عیطب  ي هافرکانس  زیروایل  هیبا استفاده 
رفتارها را   یتیکامپوز  هیچندلا  ي هاورق   یارتعاش  يو 
نتا   یموردبررس و  نتا   جیقراردادند  با  را    ل یتحل  جیحاصله 

ترک   سهیمقا   یتجرب با  و  و    یلیتحل  يهاروش  بینمودند 
ارتعاش   ی نیبشیپ   به  یربتج فرکانس  یرفتار    ی عیطب  ي هاو 

 همت نژاد و  2014در سال   پرداختند.  هیچندلا  يهاپوسته 
تقو  ]11[رحیمی   استوانه  آزاد  کامپوزیتی    شدهت یارتعاشات 

موردمطالعه    برشی مرتبه اول   تغییرشکل  تئوري  را بر مبناي  
آمده از  دستبهقراردادند. ایشان نتایج حل تحلیلی را با نتایج  

محدودنرم المان  نموده  افزار    نتایج اند.  اعتبارسنجی 
 پوسته طبیعی  فرکانس  یطورکلبه دهد یم نشان آمده دستبه

  ریتأث  ضخامت  افزایش  با   اما   است،  بیشتر  شده ت یتقو
  مشخص،  ضخامت  یک  براي  و  افتهیکاهش  هاکنندهت یتقو

  سال  در .ندارد  فرکانس  روي  چندانی  اثر  کنندهت یتقو  حضور
  ک یتغییرشکل الاست  یبه بررس ]12[ و همکاران ولوتی  2016
سفت  هیچندلا  یتیکامپوز  يااستوانه   يهاپوسته    ریمتغ  یبا 

  ي هاتیبه مز ی اب یدست يخود برا قیها در تحقپرداختند. آن
تغ   ، برهایف  يریگجهت   رتغیی  باها  پوسته   یسفت  رییکامل 

آن بارگذارپاسخ  مختلف  انواع  به  را    یخارج  يهايها 
نقش    ز ین  يمرز  طیشرادریافتند    ها آن قراردادند.  یموردبررس

توز  یمهم مخروط  عیدر  پوسته  تغییرشکل  رفتار  و   ی تنش 
همچنیندارد  شده دهیبر بر  کی با    ،  تنش    دهیلبه  ثابت، 

بر  یکشش لبه  از  شدن  دور  سال  ابدییم  شیافزا  ده یبا  در   .
رح  یزارع   2017 بررس] 13[ی  میو  به  آزاد    ی،  ارتعاش 
مخروط  يااستوانه   یتیکامپوز  ي هاپوسته  شرا  ی و    طیتحت 

مبنا  يمرز بر  را  مربوطه  معادلات  و  پرداختند    يمختلف 
آن  ي تئور نمودند.  تغاستخراج  اثرات   ي پارامترها  راتییها 

 قراردادند.  یموردبررس  یعیطب  يهابر فرکانس  زیرا ن  یهندس
  ی عیفرکانس طب  نییپا  يهاضخامت  ينشان داد که برا  جینتا

تقو تقو  شدهتیسازه  بدون  سازه  به   شتر یب  کنندهتینسبت 
  شتر یب  یسفت  شیسرعت افزا  نییپا  يهادر ضخامت   رایاست ز

افزا سرعت  و    شیاز  شن  است.  سازه  در  ]14[  انگیجرم   ،
تأث  2017سال   تغ  انیخواص گراد  ریدرباره  دما،    راتییمواد، 
  ي هایژگیو  ي بر رو  تهپوس  ی هندس يآب و پارامترها  يمحتوا

تحق آن  بررس  قیارتعاش  دادند  یو  نشان  .  انجام  نتایج 
فرکانسمی دما،  افزایش  با  که  پنلدهند  طبیعی  ها  هاي 

به خطی افزایش   یابد اما نسبت فرکانس غیرخطیکاهش می
سختی  می افزایش  با  مقابل،  در  فرکانسلیهاویابد.  هاي  ، 

پنل میطبیعی  افزایش  اما ها  فرکانس  یابد  غیرخطی    نسبت 
می کاهش  خطی  همکاران  .یابد به  و  به    ]15[  کین 

مرزي،  لیوتحله یتجز شرایط  و  تأثیر  کوریولیس  اثر   نیروي 
وجود   به  مرکز  از  روي  آگریز  بر  چرخش  توسط  مده 

پوسته   يهایژگیو آزاد   پرداختند.  يااستوانه  يهاارتعاش 
تحقیقات   داد    ها آننتایج  مقانشان  در  پوسته    سهیطول 

ب شعاع  و  بر    یتوجهقابل  ریتأث،  سکید  ی رونیباضخامت 
  ي فنرها  یسفت  راتییتغ ، همچنیندارد  یعیطب  ي هافرکانس
لوپاتین و    متقارن دارد.  يرا بر مدها  ریتأث  نیکمتر  یچرخش

با استفاده از تجزیه فوریه و   2017در سال    ]16[  همکارانش
ی بررسی  به  گالرکین  مشکل   راهک روش  براي  تحلیلی  حل 
پوسته   یک  براي  آن ااستوانه کمانش  انتهاي  که  مرکب  ي 

صلب  هاسک یدتوسط     درو یه  فشارتحتو    شدهبسته ي 
در    ]17[کیانی و همکارانش  پرداختند.    قرارگرفتهی  کیاستات
با توجه به نظریه پوسته تغییرشکل برشی مرتبه    2018سال  

مخروطی    يهاطبیعی در پنل ي هااول و نظریه دانل، فرکانس
ساخته تقوکامپوزیتی  پلیمري  ماتریس  از    شدهتیشده 

تجز مورد  را  تحقیق قراردادند  لیوتحله ی یکنواخت  نتایج   .
  ، یروطمخ  ي هادر پنل  CNT  یکسر حجم  ش یافزانشان داد  

طب دل  یعیفرکانس  به  را  در    CNTبالاتر    یسفت  لیآن  ها 
ماتر  سهیمقا   2021در سال    . دهدیم  شیافزا  يمریپل  سیبا 

پوسته    ]18[شن   کامپوزیتی  ااستوانه کمانش  ي 
را  کیاستات  درویه  فشارتحت کربن/اپوکسی   و   قی موردتحقی 

بحرانی،  . او با استفاده از روش گالرکین، فشار  قراردادبررسی  
بررسی کرد. را  ترك  مسیر  و  تفاوت    کی  هاآن پاسخ کرنش 

بحران  نبی  %47/3  ینسب کمانش  از  محاسبه  یفشار  شده 
داده  يعدد  لیوتحله یتجز کردند.  مشاهده    یتجرب  يها و 

همکاران    ان یشاهگل سال    ] 19[و  آزاد   2022در  ارتعاشات 
شبکه    ی چیساندو  یتیکامپوز  يااستوانه   يهاپوسته  هسته  با 

  قراردادند.  ی و تحلیلبررس  مورد  عددي و تجربیصورت  را به 
تحقیق   پوسته   ها آننتایج  طبیعی  فرکانس  داد  نشان 

ترتیب   به  ساندویچی  فرکانس    68/4و    6/1کامپوزیتی  برابر 
تقویت نشده است. جیانگ    شده تیتقوي  هاپوستهطبیعی   و 

همکاران   و  سال    ]20[وو  روي    2023در  ي  هایژگیوبر 
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پوسته  -ارتعاش اجباري  آزاد و  ي چندلایه ااستوانه اکوستیک 
  ها آن اولیه پرداختند.     کیاستات  درویه  فشارتحتپر از مایع،  

آوردن معادلات استفاده کردند.    به دستاز تئوري لاو  براي  
دستنتایج   بر    ان نشبه  الیاف  زاویه  و  مرزي  شرایط  که  داد 

طبیعی   فشار    ریتأثفرکانس  افزایش  همچنین    درویهدارند 
طبیعی    کیاستات فرکانس  و  سفتی  افزایش  باعث  داخلی 

سال  .  شودیم تجز  ]21[چو    یج    2023در    لیوتحله یبه 
پنل تقو  يااستوانه   يهاارتعاشات  با    شدهتیمتخلخل 

تئور   يهاصفحه  از  چو  پرداخت.  برش  يگرافن   یتغییرشکل 
  دریافت که استفاده کرد. او    یعیمرتبه اول با روش المان طب

پوسته  آزاد  قابلبه  يااستوانه   يهاارتعاشات    ي املاحظهطور 
است  عیتوز  يالگو  ریتأث  تتح تخلخل  و  و  کوسکن  تانر   .

به بررسی پاسخ ارتعاشی مودال و تصادفی با    ]22[همکاران  
گنبدي  هالیپروف بار    150و    100،  50داخلی    فشارتحتي 

بر    صورتبه داخلی  فشار  شدت  اثرات  و  پرداختند  عددي 
نشان    هاآن   قیتحقیی شد. نتایج  شناساي دینامیکی  هایژگیو

به   طبیعی  فرکانس  داخلی  فشار  شدت  ي  هافرکانسداد، 
  2024در سال    ]23[. منگ و همکاران  کندیم  بالاتر منتقل

بررس رو  يعدد  یبه  ارتعاش    يبر  تصادفآخواص  و    ی زاد 
 ته یسیالاست  يبا استفاده از تئور  میضخ  يااستوانه   يهاپوسته 

استفاده کردند    تزیر-یلری  روش  ازها  پرداختند. آن  يبعدسه 
  سهیالمان محدود مقا  اب  راآمده  دستبه   جینتا  یو صحت سنج

تأث فرکانس  یابعاد هندس   ریکردند.  بر  را  مواد    ي هاو خواص 
پاسخ  یذات   ی چیساندو  يااستوانه   ي هاپوسته  ی تصادف   يهاو 
 . کردند یبررس  يبعدسه 

  ي کارها  ر،یاخ  يهاشده در سالانجام  يهاتوجه به پژوهش  با
پوسته   یقاتیتحق حوزه  متشکل   يااستوانه   يهادر  هیبریدي 

کامپوزیت   ارتعاش  فلز  -از  رفتار  به  نظر    یعمدتاً  در  بدون 
تأث رو  کی استات  درویهفشار    ریگرفتن    ی عیفرکانس طب  يبر 

آزاد  است.   ارتعاشات  پژوهش  این  ي ااستوانه ي  هاپوسته در 
فشار   تحت  آزاد  و  ساده  گیردار،  مرزي  شرایط  با  هیبریدي 
مرتبه   برشی  تغییرشکل  تئوري  از  استفاده  با  هیدروستاتیک 

بررسی و    افتهیمیتعمروش مربعات دیفرانسیلی  اول پوسته و  
پوسته   شدهلیتحل بر  حاکم  معادلات  استخراج  که  است 

همیلتون  ااستوانه  اصل  از  استفاده  با  هیبریدي    شدهانجامي 
فرکانس   نتایج  درستی  از  اطمینان  براي  ابتدا  در  است. 

پوسته   مقالاتااستوانه طبیعی یک  با سایر  ایزوتروپیک  و    ي 
با  همچنین فر پوسته هیبریدي  المان   افزارنرمکانس طبیعی 

آباکوس   فشار  گذارصحه محدود  اثر  سپس  است،  شده  ي 
را  کیاستات  درویه معادلاتی  و    در  کرده  روي   ریتأثوارد  آن 

 است.  شدهی بررسفرکانس طبیعی پوسته هیبریدي 

 معادلات حاکم -2

مختصات  فلز  -تیکامپوز  يااستوانه پوسته   در   يااستوانه با 
ب  یبه ترت  wو    u  ،vي  محورها  شده است.نشان داده  1  شکل
در طول    ی و شعاع   یطی، محیطول  يهاییجابجا  دهنده نشان

تشک  .باشندیم  zو    x  ،𝜃𝜃ي  ااستوانه مختصات     دهنده لیماده 
شیکربن/اپوکساز    یتیکامپوز  بخش و    یشه/اپوکسی، 

همچنید/اپوکسیآرام فلزی،  قسمت  جنس  ين    وم ینی آلوم  از 
 است. قرارگرفته یک یاستات درویه فشارتحتکه  است

 

 
فلز)  -تیکامپوز( يدیبریه يااستوانه پوسته :  )1(شکل  

 . کیاستات درویه فشارتحت

 میدان جابجایی-2-1

تئور  يااستوانه پوسته    يبرا  ییدان جابجایم از  استفاده   يبا 
اول    یبرش  تغییرشکل (  صورتبهمرتبه  ب1معادله  ان  ی) 

 گردد. یم
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)1( 𝑢𝑢(𝑥𝑥, 𝜃𝜃, 𝑧𝑧) = 𝑢𝑢0(𝑥𝑥, 𝜃𝜃) + 𝑧𝑧𝜑𝜑𝑥𝑥  
𝑣𝑣(𝑥𝑥,𝜃𝜃, 𝑧𝑧) = 𝑣𝑣0(𝑥𝑥, 𝜃𝜃) + 𝑧𝑧𝜑𝜑𝜃𝜃  
𝑤𝑤(𝑥𝑥, 𝜃𝜃, 𝑧𝑧) = 𝑤𝑤0(𝑥𝑥, 𝜃𝜃) 

𝜑𝜑𝑥𝑥 =
𝜕𝜕𝑢𝑢
𝜕𝜕𝑥𝑥

 

𝜑𝜑𝜃𝜃 =
𝜕𝜕𝑣𝑣
𝜕𝜕𝑧𝑧

 

  z  پوسته،  ی انیم  هی لا  يهامکانرییتغ  𝑤𝑤0و    𝑢𝑢0  ،𝑣𝑣0  که در آن
موردبررس  تیموقع لا  ینقطه  به   𝜑𝜑𝜃𝜃و   𝜑𝜑𝑥𝑥  یانیم  هینسبت 

 . باشدیم  θو  x يمحورهاچرخش حول 
مرتبه    یبراي پوسته در تئوري برش  یی جابجا  دانیداشتن م  با

استوانه  دستگاه  در    ی کینماتسی  روابط  و )  1(روابط    يااول 
(  صورتبهها  کرنش  دانیم  يهامؤلفه   براي  است )  2روابط 

]24[ : 
)2( 𝜀𝜀𝑥𝑥 = 𝜀𝜀𝑥𝑥0 + 𝑧𝑧𝑘𝑘𝑥𝑥  

𝜀𝜀𝜃𝜃 = 𝜀𝜀𝜃𝜃0 + 𝑧𝑧𝑘𝑘𝜃𝜃  
𝜀𝜀𝑥𝑥𝜃𝜃 = 𝛾𝛾𝑥𝑥𝜃𝜃0 + 𝑧𝑧𝑘𝑘𝑥𝑥𝜃𝜃  
𝜀𝜀𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝛾𝛾𝑥𝑥𝑥𝑥0  
𝜀𝜀𝜃𝜃𝑥𝑥 = 𝛾𝛾𝜃𝜃𝑥𝑥0  

روابط این  ترتیب،    𝜀𝜀𝜃𝜃  و  𝜀𝜀𝑥𝑥  در  ي  هاجهتدر    هاکرنشبه 
و محیطی  و  در  هاکرنش  𝜀𝜀𝜃𝜃𝑥𝑥  و 𝜀𝜀𝑥𝑥𝜃𝜃، 𝜀𝜀𝑥𝑥𝑥𝑥  محوري  برشی  ي 

 𝛾𝛾𝜃𝜃𝑥𝑥0و    𝜀𝜀𝑥𝑥0  ،𝜀𝜀𝜃𝜃0  ،𝛾𝛾𝑥𝑥𝜃𝜃0  ،𝛾𝛾𝑥𝑥𝑥𝑥0  . باشند یم از سطح میانی    zفاصله  
و  هاکرنش میانی  سطح  سطح    𝑘𝑘𝑥𝑥𝜃𝜃و    𝑘𝑘𝑥𝑥  ،𝑘𝑘𝜃𝜃ي  انحناهاي 
 صورت به تئوري برشی مرتبه اول    بر اساسو    باشندیم میانی  

 : شوندیمزیر تعریف 
)3( 

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧𝜀𝜀𝑥𝑥0 = 𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝑥𝑥

𝜀𝜀𝜃𝜃0 = 1
𝑅𝑅
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜃𝜃

+ 𝑤𝑤
𝑅𝑅

𝛾𝛾𝑥𝑥𝜃𝜃0 = 1
𝑅𝑅
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜃𝜃

+ 𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑥𝑥

  

�
𝛾𝛾𝑥𝑥𝑥𝑥0 = 𝜑𝜑𝑥𝑥 + 𝜕𝜕𝑤𝑤

𝜕𝜕𝑥𝑥

𝛾𝛾𝜃𝜃𝑥𝑥0 = 𝜑𝜑𝜃𝜃 + 1
𝑅𝑅
𝜕𝜕𝑤𝑤
𝜕𝜕𝜃𝜃
− 1

𝑅𝑅
𝑣𝑣

  

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧𝑘𝑘𝑥𝑥 = 𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝑥𝑥

𝑘𝑘𝜃𝜃 = 1
𝑅𝑅
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜃𝜃
𝜕𝜕𝜃𝜃

𝑘𝑘𝑥𝑥𝜃𝜃 = 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜃𝜃
𝜕𝜕𝑥𝑥

+ 1
𝑅𝑅
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜃𝜃

  

ر مکان  ییتغ  يهامؤلفه ب،  یبه ترت   wو    u  ،vن روابط  یکه در ا
میلا در    ی انیه  محیطول  يهاجهتپوسته  شعاع  یطی،    یو 
ترت  𝜑𝜑𝜃𝜃  و  𝜑𝜑𝑥𝑥و    باشند یم شیبه  صفحه   یب  در  و     x-zب 
 . باشندیم z-θ صفحهب در یش

مرتبه   یبرش يبر اساس تئور ی اضافه کردن مشخصات برشبا 
برا کرنش  و  تنش  روابط  استوانه   ياول،    صورت به   ياپوسته 

 :است )4رابطه (
)4(  

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧
𝜎𝜎𝑥𝑥
𝜎𝜎𝜃𝜃
𝜎𝜎𝜃𝜃𝑥𝑥
𝜎𝜎𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜎𝜎𝑥𝑥𝜃𝜃⎭

⎪
⎬

⎪
⎫
𝑇𝑇

=

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡�̄�𝑄11 �̄�𝑄12 0 0 �̄�𝑄16
�̄�𝑄12 �̄�𝑄22 0 0 �̄�𝑄26

0 0 �̄�𝑄44 �̄�𝑄45 0
0 0 �̄�𝑄45 �̄�𝑄55 0
�̄�𝑄16 �̄�𝑄26 0 0 �̄�𝑄66⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧
𝜀𝜀𝑋𝑋
𝜀𝜀𝜃𝜃
𝛾𝛾𝜃𝜃𝜃𝜃
𝛾𝛾𝑋𝑋𝜃𝜃
𝛾𝛾𝑋𝑋𝜃𝜃⎭

⎪
⎬

⎪
⎫

  

ماتر  [�̄�𝑄]  س یماتر سختیهمان  ر  یز  صورتبهکه    است  یس 
 : شودیمف یتعر

)5( 𝑄𝑄11 = 𝑄𝑄11𝑚𝑚4 + 2(𝑄𝑄12 + 2𝑄𝑄66)𝑚𝑚2𝑛𝑛2 + 𝑄𝑄22𝑛𝑛4  
𝑄𝑄12 = (𝑄𝑄11 + 𝑄𝑄22 − 4𝑄𝑄)𝑚𝑚2𝑛𝑛2 +
𝑄𝑄12(𝑚𝑚4 + 𝑛𝑛4)  
𝑄𝑄22 = 𝑄𝑄11𝑛𝑛4 + 2(𝑄𝑄12 + 2𝑄𝑄66)𝑚𝑚2𝑛𝑛2 + 𝑄𝑄22𝑚𝑚4  
𝑄𝑄16 = −𝑄𝑄22𝑚𝑚𝑛𝑛3 + 𝑄𝑄11𝑚𝑚3𝑛𝑛 − (𝑄𝑄12 +
2𝑄𝑄66)𝑚𝑚𝑛𝑛(𝑚𝑚2 − 𝑛𝑛2)  
𝑄𝑄26 = −𝑄𝑄22𝑚𝑚3𝑛𝑛 + 𝑄𝑄11𝑚𝑚𝑛𝑛3 + (𝑄𝑄12 +
2𝑄𝑄66)𝑚𝑚𝑛𝑛(𝑚𝑚2 − 𝑛𝑛2)  
𝑄𝑄44 = 𝑄𝑄44𝑚𝑚2 + 𝑄𝑄55𝑛𝑛2 
𝑄𝑄55 = 𝑄𝑄55𝑚𝑚2 + 𝑄𝑄44𝑛𝑛2 
𝑄𝑄45 = (𝑄𝑄55 − 𝑄𝑄44)𝑚𝑚𝑛𝑛 
𝑄𝑄66 = (𝑄𝑄11 + 𝑄𝑄22 − 2𝑄𝑄12)𝑚𝑚2𝑛𝑛2 + 𝑄𝑄66(𝑚𝑚2 −
𝑛𝑛2)2   

 م:یو دار

)6 ( 

𝑄𝑄11 = 𝐸𝐸1
(1−𝜈𝜈12𝜈𝜈21)

  
𝑄𝑄22 = 𝐸𝐸2

(1−𝜈𝜈12𝜈𝜈21)
  
𝑄𝑄12 = 𝜈𝜈12𝐸𝐸2

(1−𝜈𝜈12𝜈𝜈21)
= 𝜈𝜈21𝐸𝐸1

(1−𝜈𝜈12𝜈𝜈21)
  
𝑄𝑄66 = 𝐺𝐺12  
𝑄𝑄44 = 𝐺𝐺23  
𝑄𝑄55 = 𝐺𝐺13  

 𝐸𝐸1  و    𝐸𝐸2الاستیسیته  يهامدول،  𝐺𝐺12  ،𝐺𝐺13    و𝐺𝐺23  
 ب پواسون هستند.یضرا  𝜈𝜈12و  𝜈𝜈21  و  یبرش يهامدول

 لتونی اصل هم -2-2

حاکم  يبرا معادلات  دستو    استخراج   ط یشراآوردن    به 
 . شودیماستفاده  ]25[لتون یو اصل هم ياز روش انرژ يمرز
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)7( ∫ (𝛿𝛿𝛿𝛿 − 𝛿𝛿𝛿𝛿 + 𝛿𝛿𝑊𝑊𝑛𝑛𝑛𝑛)𝑡𝑡2
𝑡𝑡1

𝑑𝑑𝑑𝑑 = 0  

زبه   يااستوانه پوسته    ]27[  و  ]26[ی  کرنش  يانرژ   ر یصورت 
 . شودیم انیب
)8( 𝛿𝛿 = 1

2 ∫ ∫ 𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖
2𝜋𝜋
0 𝑅𝑅𝑑𝑑𝜃𝜃𝑑𝑑𝑥𝑥𝐿𝐿

0  
)9( 𝛿𝛿𝛿𝛿 = ∫ �𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖𝛿𝛿𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖�𝑑𝑑𝑣𝑣𝜕𝜕  

) 10رابطه (صورت  به  يااستوانه  پوسته  ]28[ یجنبش  يانرژ
 .است

)10( 𝛿𝛿 = 1
2 ∫ ∫ ∫ 𝜌𝜌 ��𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝑡𝑡
�
2

+ �𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑡𝑡
�
2

+
ℎ
2
−ℎ2

𝐿𝐿
0

2𝜋𝜋
0

�𝜕𝜕𝑤𝑤
𝜕𝜕𝑡𝑡
�
2
� 𝑅𝑅𝑑𝑑𝑧𝑧𝑑𝑑𝑥𝑥𝑑𝑑𝜃𝜃  

  ر یصورت زبه  يااستوانه پوسته    يبرا  یجنبش  يانرژ   راتییتغ
 :شودیمحاسبه م

)11( 𝛿𝛿𝛿𝛿 = ∫ 𝜌𝜌𝑣𝑣𝛿𝛿𝑣𝑣𝜕𝜕 𝑑𝑑𝑣𝑣 = ∫ 𝜌𝜌 �𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑡𝑡

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑡𝑡

+ 𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑡𝑡

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑡𝑡

+𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑤𝑤
𝜕𝜕𝑡𝑡

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑤𝑤
𝜕𝜕𝑡𝑡
� 𝑑𝑑𝑣𝑣  

واردشده    کنواختیفشار    کی استات  درویفشار ه  نکهیبا فرض ا
  یکار خارجباشد،  pبه اطراف استوانه به مقدار  الیاز طرف س

محاسبه   ری واردشده به بدنه استوانه به شکل ز  يروهاین  يبرا
 نیروي محوري است. 𝑁𝑁𝑥𝑥0  نیروي شعاعی و 𝑁𝑁𝜃𝜃0 . ]29[ شودیم
)12( Wexternal =

1
2

Nx
0 �
∂w
∂x
�
2

+
1
2

Nθ
0 �

∂w
R ∂θ

�
2

 

𝑁𝑁𝑥𝑥0 =
−𝑃𝑃𝑅𝑅

2
 

𝑁𝑁𝜃𝜃0 = −𝑃𝑃𝑅𝑅 
 لتون:یاز اصل هم آمدهدستبهمعادلات تعادل 

)13( 𝜕𝜕𝑁𝑁𝑥𝑥
𝜕𝜕𝑥𝑥

+ 1
𝑅𝑅
𝜕𝜕𝑁𝑁𝑥𝑥𝜃𝜃
𝜕𝜕𝜃𝜃

= 𝐼𝐼0
𝜕𝜕2𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑡𝑡2

+ 𝐼𝐼1
𝜕𝜕2𝜕𝜕𝑥𝑥
𝜕𝜕𝑡𝑡2

  
)14( 𝜕𝜕𝑁𝑁𝑥𝑥𝜃𝜃

𝜕𝜕𝑥𝑥
+ 1

𝑅𝑅
𝜕𝜕𝑁𝑁𝜃𝜃
𝜕𝜕𝜃𝜃

+ 1
𝑅𝑅
𝑄𝑄𝜃𝜃𝑥𝑥 = 𝐼𝐼0

𝜕𝜕2𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑡𝑡2

+ 𝐼𝐼1
𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜃𝜃
𝜕𝜕𝑡𝑡2

  
 
)15( 

𝜕𝜕𝑄𝑄𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝑥𝑥

+ 1
𝑅𝑅
𝜕𝜕𝑄𝑄𝜃𝜃𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜃𝜃

− 1
𝑅𝑅
𝑁𝑁𝜃𝜃 + 𝑁𝑁𝑥𝑥0 �

𝜕𝜕2𝑤𝑤
𝜕𝜕𝑥𝑥2

� +

𝑁𝑁𝑥𝑥𝜃𝜃0 �2
𝑅𝑅
𝜕𝜕2𝑤𝑤
𝜕𝜕𝜃𝜃𝜕𝜕𝑥𝑥

− 𝜕𝜕𝜕𝜕
𝑅𝑅𝜕𝜕𝑥𝑥

� + 𝑁𝑁𝜃𝜃0 �
1
𝑅𝑅2

𝜕𝜕2𝑤𝑤
𝜕𝜕𝜃𝜃2

� = 𝐼𝐼0
𝜕𝜕2𝑤𝑤
𝜕𝜕𝑡𝑡2

  
)16( 𝜕𝜕𝑀𝑀𝑥𝑥

𝜕𝜕𝑥𝑥
+ 1

𝑅𝑅
𝜕𝜕𝑀𝑀𝑥𝑥𝜃𝜃
𝜕𝜕𝜃𝜃

− 𝑄𝑄𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝐼𝐼1
𝜕𝜕2𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑡𝑡2

+ 𝐼𝐼2
𝜕𝜕2𝜕𝜕𝑥𝑥
𝜕𝜕𝑡𝑡2

  
)17( 1

𝑅𝑅
𝜕𝜕𝑀𝑀𝜃𝜃
𝜕𝜕𝜃𝜃

+ 𝜕𝜕𝑀𝑀𝑥𝑥𝜃𝜃
𝜕𝜕𝑥𝑥

− 𝑄𝑄𝜃𝜃𝑥𝑥 = 𝐼𝐼1
𝜕𝜕2𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑡𝑡2

+ 𝐼𝐼2
𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜃𝜃
𝜕𝜕𝑡𝑡2

  
بر    ییهاممانو    روهاین  یتمام  يااستوانه   هیلا  چندک یکه 
 .است ) 21رابطه (صورت به ،شودیموارد 

)18( ∫𝜎𝜎𝑖𝑖𝑑𝑑𝑧𝑧 = 𝑁𝑁𝑖𝑖 ,            (𝑖𝑖 = 𝑥𝑥,𝜃𝜃, 𝑥𝑥𝜃𝜃)  
)19( ∫𝜎𝜎𝑖𝑖𝑧𝑧𝑑𝑑𝑧𝑧 = 𝑀𝑀𝑖𝑖,          (𝑖𝑖 = 𝑥𝑥,𝜃𝜃, 𝑥𝑥𝜃𝜃)  
)20( ∫ 𝑘𝑘𝑠𝑠𝜎𝜎𝑖𝑖𝑑𝑑𝑧𝑧 = 𝑄𝑄𝑖𝑖 ,        (𝑖𝑖 = 𝑥𝑥𝑧𝑧,𝜃𝜃𝑧𝑧)  

)21( ∫ 𝜌𝜌(1, 𝑧𝑧, 𝑧𝑧2)𝑑𝑑𝑧𝑧 = 𝐼𝐼0, 𝐼𝐼1, 𝐼𝐼2  
منتجه، ممان   يرویدهنده ننشان  بیبه ترت  I  و  N  ،M  ،Qکه  

ن ا  یبرش  يرویمنتجه،  است،    ینرسیو ممان    انگریب  Ksبوده 
 است. 6/5بوده که برابر با مقدار  یبرش حیتصح بیضر

کرنش در معادلات  -و روابط تنش  ییروابط جابجا  با قراردادن
 آمده است.دستبه ریتعادل روابط ز

)22(  𝐴𝐴11
𝜕𝜕2𝜕𝜕
𝜕𝜕2𝑥𝑥

+ 𝐵𝐵11
𝜕𝜕2𝜕𝜕𝑥𝑥
𝜕𝜕𝑥𝑥2

+ 𝐴𝐴12 �
1
𝑅𝑅

𝜕𝜕2𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑥𝑥𝜕𝜕𝜃𝜃

+ 1
𝑅𝑅
𝜕𝜕𝑤𝑤
𝜕𝜕𝑥𝑥
� +

𝐵𝐵12 �
1
𝑅𝑅
𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜃𝜃
𝜕𝜕𝑥𝑥𝜕𝜕𝜃𝜃

� + 𝐴𝐴16 �
2
𝑅𝑅
𝜕𝜕2𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑥𝑥𝜕𝜕𝜃𝜃

+ 𝜕𝜕2𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑥𝑥2

� +

𝐵𝐵16 �
2
𝑅𝑅
𝜕𝜕2𝜕𝜕𝑥𝑥
𝜕𝜕𝑥𝑥𝜕𝜕𝜃𝜃

+ 𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜃𝜃
𝜕𝜕𝑥𝑥2

� + 𝐵𝐵26 �
1
𝑅𝑅2

𝜕𝜕2𝜕𝜕𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜃𝜃2

� +

𝐴𝐴26 �
1
𝑅𝑅2

𝜕𝜕2𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜃𝜃2

+ 1
𝑅𝑅2

𝜕𝜕𝑤𝑤
𝜕𝜕𝜃𝜃
� + 𝐴𝐴66 �

1
𝑅𝑅2

𝜕𝜕2𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜃𝜃2

+
1
𝑅𝑅

𝜕𝜕2𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜃𝜃𝜕𝜕𝑥𝑥

� + 𝐵𝐵66 �
1
𝑅𝑅
𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜃𝜃
𝜕𝜕𝜃𝜃𝜕𝜕𝑥𝑥

+ 1
𝑅𝑅2

𝜕𝜕2𝜕𝜕𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜃𝜃2

� − 𝐼𝐼0
𝜕𝜕2𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑡𝑡2

−

𝐼𝐼1
𝜕𝜕2𝜕𝜕𝑥𝑥
𝜕𝜕𝑡𝑡2

= 0  

)23(  𝐴𝐴16
𝜕𝜕2𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑥𝑥2

+ 𝐵𝐵16
𝜕𝜕2𝜕𝜕𝑥𝑥
𝜕𝜕𝑥𝑥2

+ 𝐴𝐴26 �
2
𝑅𝑅

𝜕𝜕2𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑥𝑥𝜕𝜕𝜃𝜃

+ 1
𝑅𝑅
𝜕𝜕𝑤𝑤
𝜕𝜕𝑥𝑥

+
1
𝑅𝑅2

𝜕𝜕2𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜃𝜃2

� + 𝐵𝐵26 �
2
𝑅𝑅
𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜃𝜃
𝜕𝜕𝑥𝑥𝜕𝜕𝜃𝜃

+ 1
𝑅𝑅2

𝜕𝜕2𝜕𝜕𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜃𝜃2

� +

𝐴𝐴66 �
1
𝑅𝑅
𝜕𝜕2𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑥𝑥𝜕𝜕𝜃𝜃

+ 𝜕𝜕2𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑥𝑥2

� + 𝐵𝐵66 �
𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜃𝜃
𝜕𝜕𝑥𝑥2

+ 1
𝑅𝑅
𝜕𝜕2𝜕𝜕𝑥𝑥
𝜕𝜕𝑥𝑥𝜕𝜕𝜃𝜃

� +

𝐴𝐴12 �
1
𝑅𝑅
𝜕𝜕2𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑥𝑥𝜕𝜕𝜃𝜃

� + 𝐵𝐵12 �
1
𝑅𝑅
𝜕𝜕2𝜕𝜕𝑥𝑥
𝜕𝜕𝑥𝑥𝜕𝜕𝜃𝜃

� + 𝐴𝐴22 �
1
𝑅𝑅2

𝜕𝜕2𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜃𝜃2

+
1
𝑅𝑅2

𝜕𝜕𝑤𝑤
𝜕𝜕𝜃𝜃
� + 𝐵𝐵22 �

1
𝑅𝑅2

𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜃𝜃
𝜕𝜕𝜃𝜃2

� + 𝐴𝐴44𝑘𝑘𝑠𝑠 �
1
𝑅𝑅
𝜑𝜑𝜃𝜃 +

1
𝑅𝑅2

𝜕𝜕𝑤𝑤
𝜕𝜕𝜃𝜃
− 1

𝑅𝑅2
𝑣𝑣� + 𝐴𝐴45𝑘𝑘𝑠𝑠 �

1
𝑅𝑅
𝜑𝜑𝑥𝑥 + 1

𝑅𝑅
𝜕𝜕𝑤𝑤
𝜕𝜕𝜃𝜃
� −

𝐼𝐼0
𝜕𝜕2𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑡𝑡2

− 𝐼𝐼1
𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜃𝜃
𝜕𝜕𝑡𝑡2

= 0  

)24(  
 

𝐴𝐴45 �
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜃𝜃

+ 2
𝑅𝑅
𝜕𝜕2𝑤𝑤
𝜕𝜕𝑥𝑥𝜕𝜕𝜃𝜃

+ 1
𝑅𝑅
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜃𝜃

− 1
𝑅𝑅
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑥𝑥
� +

𝐴𝐴55 �
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥
𝜕𝜕𝑥𝑥

+ 𝜕𝜕2𝑤𝑤
𝜕𝜕𝑥𝑥2

� − 𝐴𝐴11 �
1
𝑅𝑅
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑥𝑥
� + 𝐴𝐴44 �

1
𝑅𝑅
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜃𝜃
𝜕𝜕𝜃𝜃

+
1
𝑅𝑅2

𝜕𝜕2𝑤𝑤
𝜕𝜕𝜃𝜃2

− 1
𝑅𝑅2

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜃𝜃
� − 𝐵𝐵11 �

1
𝑅𝑅
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥
𝜕𝜕𝑥𝑥
� − 𝐴𝐴12 �

1
𝑅𝑅2

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜃𝜃

+
𝑤𝑤
𝑅𝑅2
� − 𝐵𝐵12 �

1
𝑅𝑅2

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜃𝜃
𝜕𝜕𝜃𝜃
� − 𝐴𝐴16 �

1
𝑅𝑅2

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜃𝜃

+ 1
𝑅𝑅
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑥𝑥
� −

𝐵𝐵16 �
1
𝑅𝑅
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜃𝜃
𝜕𝜕𝑥𝑥

+ 1
𝑅𝑅2

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜃𝜃
� + 𝑁𝑁𝑥𝑥0 �

𝜕𝜕2𝑤𝑤
𝜕𝜕𝑥𝑥2

� +

𝑁𝑁𝜃𝜃0 �
1
𝑅𝑅2

𝜕𝜕2𝑤𝑤
𝜕𝜕𝜃𝜃2

� − 𝐼𝐼0
𝜕𝜕2𝑤𝑤
𝜕𝜕𝑡𝑡2

= 0 

)25(  
 

𝐵𝐵11
𝜕𝜕2𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑥𝑥2

+ 𝐷𝐷11
𝜕𝜕2𝜕𝜕𝑥𝑥
𝜕𝜕𝑥𝑥2

+ 𝐵𝐵12 �
1
𝑅𝑅

𝜕𝜕2𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑥𝑥𝜕𝜕𝜃𝜃

+ 1
𝑅𝑅
𝜕𝜕𝑤𝑤
𝜕𝜕𝑥𝑥
� +

𝐵𝐵16 �
2
𝑅𝑅
𝜕𝜕2𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑥𝑥𝜕𝜕𝜃𝜃

+ 𝜕𝜕2𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑥𝑥2

� + 𝐷𝐷16 �
𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜃𝜃
𝜕𝜕𝑥𝑥𝜕𝜕𝜃𝜃

+ 2
𝑅𝑅
𝜕𝜕2𝜕𝜕𝑥𝑥
𝜕𝜕𝑥𝑥𝜕𝜕𝜃𝜃

� +

𝐵𝐵26 �
1
𝑅𝑅2

𝜕𝜕2𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜃𝜃2

+ 1
𝑅𝑅
𝜕𝜕𝑤𝑤
𝜕𝜕𝜃𝜃
� + 𝐷𝐷12

1
𝑅𝑅
𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜃𝜃
𝜕𝜕𝑥𝑥𝜕𝜕𝜃𝜃

+

+𝐵𝐵66 �
1
𝑅𝑅2

𝜕𝜕2𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜃𝜃2

+ 1
𝑅𝑅

𝜕𝜕2𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜃𝜃𝜕𝜕𝑥𝑥

� + 𝐷𝐷66 �
1
𝑅𝑅
𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜃𝜃
𝜕𝜕𝜃𝜃2

+
1
𝑅𝑅2

𝜕𝜕2𝜕𝜕𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜃𝜃2

� + 𝐷𝐷26
1
𝑅𝑅2

𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜃𝜃
𝜕𝜕𝜃𝜃2

+ 𝐴𝐴55𝑘𝑘𝑠𝑠 �𝜑𝜑𝑥𝑥 + 𝜕𝜕𝑤𝑤
𝜕𝜕𝑥𝑥
� −

𝐴𝐴45𝑘𝑘𝑠𝑠 �𝜑𝜑𝜃𝜃 + 1
𝑅𝑅
𝜕𝜕𝑤𝑤
𝜕𝜕𝜃𝜃
− 1

𝑅𝑅
𝑣𝑣� − 𝐼𝐼1

𝜕𝜕2𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑡𝑡2

−

𝐼𝐼02
𝜕𝜕2𝜕𝜕𝑥𝑥
𝜕𝜕𝑡𝑡2

= 0  

)26(  𝐵𝐵12
1
𝑅𝑅
𝜕𝜕2𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜃𝜃𝜕𝜕𝑥𝑥

+ 𝐷𝐷12
1
𝑅𝑅
𝜕𝜕2𝜕𝜕𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜃𝜃𝜕𝜕𝑥𝑥

+ 𝐵𝐵22 �
1
𝑅𝑅2

𝜕𝜕2𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜃𝜃2

+
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1
𝑅𝑅2

𝜕𝜕𝑤𝑤
𝜕𝜕𝜃𝜃
� + 𝐵𝐵16

𝜕𝜕2𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑥𝑥2

𝐷𝐷22 �
1
𝑅𝑅2

𝜕𝜕2𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜃𝜃2

+ 1
𝑅𝑅2

𝜕𝜕𝑤𝑤
𝜕𝜕𝜃𝜃

+
1
𝑅𝑅2

𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜃𝜃
𝜕𝜕𝜃𝜃2

� + 𝐷𝐷16
𝜕𝜕2𝜕𝜕𝑥𝑥
𝜕𝜕𝑥𝑥2

+ 𝐵𝐵26
1
𝑅𝑅
𝜕𝜕𝑤𝑤
𝜕𝜕𝑥𝑥

+

𝐵𝐵26 �
1
𝑅𝑅2

𝜕𝜕2𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜃𝜃2

+ 2
𝑅𝑅

𝜕𝜕2𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜃𝜃𝜕𝜕𝑥𝑥

� + 𝐷𝐷26 �
2
𝑅𝑅
𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜃𝜃
𝜕𝜕𝜃𝜃𝜕𝜕𝑥𝑥

+
1
𝑅𝑅2

𝜕𝜕2𝜕𝜕𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜃𝜃2

� + 𝐵𝐵66 �
1
𝑅𝑅
𝜕𝜕2𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜃𝜃𝜕𝜕𝑥𝑥

+ 𝜕𝜕2𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑥𝑥2

� + 𝐷𝐷66 �
𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜃𝜃
𝜕𝜕𝑥𝑥2

+
1
𝑅𝑅
𝜕𝜕2𝜕𝜕𝑥𝑥
𝜕𝜕𝑥𝑥𝜕𝜕𝜃𝜃

� − 𝐴𝐴55𝑘𝑘𝑠𝑠 �𝜑𝜑𝑥𝑥 + 𝜕𝜕𝑤𝑤
𝜕𝜕𝑥𝑥
� − 𝐴𝐴44𝑘𝑘𝑠𝑠 �𝜑𝜑𝜃𝜃 +

1
𝑅𝑅
𝜕𝜕𝑤𝑤
𝜕𝜕𝜃𝜃
− 1

𝑅𝑅
𝑣𝑣� − 𝐼𝐼1

𝜕𝜕2𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑡𝑡2

− 𝐼𝐼2
𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜃𝜃
𝜕𝜕𝑡𝑡2

= 0  

 :شودیمف یر تعریز صورتبه هاآندر  ijCو   ijA ،ijBب یضرا
)27( ∫𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖𝑑𝑑𝑧𝑧 = 𝐴𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖  

∫ 𝑧𝑧𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖𝑑𝑑𝑧𝑧 = 𝐵𝐵𝑖𝑖𝑖𝑖  
∫ 𝑧𝑧2𝑄𝑄𝑖𝑖𝑖𝑖𝑑𝑑𝑧𝑧 = 𝐷𝐷𝑖𝑖𝑖𝑖  

برا  يمرز  طیشرا استوانه   يمختلف  انتها  ياپوسته  دو    ي در 
 . دیآیمبه دست  لتونیاز اصل هم ریصورت زآن به 

𝑉𝑉 ساده يط مرزیشرا = 𝑊𝑊 = 𝑁𝑁𝑥𝑥 = 𝑀𝑀𝑥𝑥 = 𝑀𝑀𝑥𝑥𝜃𝜃 = 0 
𝑁𝑁𝑥𝑥 آزاد  يط مرزیشرا = 𝑁𝑁𝑋𝑋𝜃𝜃 = 𝑀𝑀𝑥𝑥 = 𝑀𝑀𝑥𝑥𝜃𝜃 = 𝜑𝜑𝑥𝑥𝑥𝑥

= 0 
مرزیشرا  ي ط 

𝛿𝛿 ردار یگ = 𝑉𝑉 = 𝑊𝑊 = 𝜑𝜑𝑥𝑥 = 𝜑𝜑𝜃𝜃 = 0 

معادلات  روش  -3 مربعات    حل  (روش 
 ) افتهیم یتعم یل یفرانسید

دقت و    ل یدل  به  یلیفرانسیروش مربعات د   ریاخ  يهاسالدر  
همگرا پژوهشگران  یینرخ  موردتوجه  مختلف  علوم    بالا 

است.   درقرارگرفته  مربعات  بر    افتهیمیتعم  یلیفرانسیوش 
آنـال ن یمرتبـه بـالا و همچنـ  ياچندجملـهب  یز تقریاساس 

اسـت  یخطـ  يبردار  ي فضا  لیوتحله یتجز ت  یماه.  اسـتوار 
نواخت نسبت یکتابع    یمشتق جزئ  یلیفرانسیروش مربعات د

متغ وزنکهست    يریبه  مجموع  توسط  در  یمقاد  یه  تابع  ر 
تقر جهت  آن  در  گسسته  نقاط  زدهیتمام  است.  ب  شده 

ست و یمربوط ن  یمربوط به آن، به مسئله خاص  یب وزنیضرا
ن روش  یدارد. در ا  یبستگمشتق    مرتبهه و  کتنها به نقاط شب

شب بهکنقاط    ی تیمحدود  چیه  بدون  و  ياریاختصورت  ه 
د  روش  .است  شدهانتخاب از   ی کی  ،یلیفرانسیمربعات 

معادلات د  يهاروش است    یجزئ  لیفرانسیقدرتمند در حل 
بالا  رغم یعلکه   دقت  از  کم،  گره  تعداد  از    یی استفاده 

 کی  یمشتق جزئ  نیروش بر تخم  نیبرخوردار است. اساس ا

به   نسبت  وزنبه  یمختصات   جهتکیتابع  مجموع   ی صورت 
 استوار است.  صنقاط مشخ  یآن تابع در برخ ریمقاد

)28( 𝑓𝑓𝑥𝑥(𝑥𝑥𝑖𝑖) = ∑ 𝑐𝑐𝑖𝑖𝑖𝑖
(1)𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑖𝑖)𝑁𝑁

𝑖𝑖=1  

𝑖𝑖 = 1,2, . . . ,𝑁𝑁  

رابطه   𝑓𝑓𝑥𝑥(𝑥𝑥𝑖𝑖،28در  , 𝑑𝑑)    تابع جهت 𝑓𝑓 مشتق  به  نسبت 
نقطه𝑥𝑥   یمختصات 𝑐𝑐𝑖𝑖𝑖𝑖و  است  𝑥𝑥𝑖𝑖   در 

وزنیضرا  (1)  يبرا  یب 
اساسیتقر نکته  اول هستند.  ا  یب مشتق  نحوه ن روش،  یدر 
ضراییتع وزنین  محقق  یب  است.  مختلفیمناسب   يبرا  ین 
اییتع ضراین  ش ین  به  تلاش  یب  مناسب  و  .  اندکردهوه  بلمن 

از  ب    ]30[  همکارانش استفاده  دو  ا  مختلف،  آزمون  تابع  دو 
اییتع  يوه برایش ک با  یشنهاد کردند که هر  یب پ ین ضراین 

 ] 28[  بوچکارو و متونکو  2011. در سال  همراه بود   یمشکلات
کردن  يبرا رابطه  مشکلاتن  یا  برطرف    ي برا  يدیجد، 

وزنیضرا ا  یب  کردند،  اارائه  از  استفاده  برایما  روش    ي ن 
با مراتب  بلامشتقات  ب  ییهايدشوار ا  تر  شو  بود.  ا همراه 

از    يبردار  يفضا  یز خطیآنالو   ياب چندجمله یتقراستفاده 
تفاضل  مربعات  مربعات    یروش  روش  و  داده  گسترش  را 

کرد  افتهیمیتعم  یتفاضل ارائه  و]31[  را  گ  ي،  بکار    يریبا 
با    یتیکامپوز  يااستوانه   ي هاپوسته ارتعاش    GDQروش   را 

تئور از  کردیکلاس  پوسته  ياستفاده  مطالعه  لاو  .  ]32[  ک 
شو  یروش تمام  که  کرد،  شامل    ي هاروش  ی ارائه  را  قبل 

توابع    GDQدرروش.  شودیم از  آمده  شو  کتاب  در  که 
آوردن رابطه   به دستو    یب وزنیضرا  يبرا لاگرانژ  یابیدرون

قرارگ ،یبازگشت محل  و  شبکه  نقاط  از  نمونه   يریکه  نقاط 
 . شودیممستقل است، استفاده 

)29( 
𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖

(1) = �
𝑀𝑀(1)(𝑥𝑥𝑖𝑖)

�𝑥𝑥𝑖𝑖−𝑥𝑥𝑗𝑗�𝑀𝑀(1)�𝑥𝑥𝑗𝑗�
, 𝑖𝑖 ≠ 𝑗𝑗

−∑ 𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖
(1)𝑁𝑁

𝑖𝑖=1,𝑖𝑖≠𝑖𝑖 , 𝑖𝑖 = 𝑗𝑗
   

𝑖𝑖, 𝑗𝑗 = 1,2, . . . ,𝑁𝑁   
 : میدار) 31(که در رابطه 

)30( 𝑀𝑀(1)(𝑥𝑥𝑖𝑖) = ∏ (𝑥𝑥𝑖𝑖 − 𝑥𝑥𝑘𝑘)𝑁𝑁
𝑘𝑘=1,𝑘𝑘≠𝑖𝑖   

تفاضل مربعات  روش  ب  یتقر  يبرا  توانیم  افتهیمیتعم  یاز 
ام  nمشتق مرتبه    يز استفاده کرد. برایمشتق مراتب بالاتر ن

 . گرددیم ان ی) ب33رابطه ( صورتبه ixدر نقطه  f(x)تابع 
)31( 𝑑𝑑𝑛𝑛𝑓𝑓(𝑥𝑥)

𝑑𝑑𝑥𝑥𝑛𝑛
|𝑥𝑥 = 𝑥𝑥𝑖𝑖 = ∑ 𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖

(𝑛𝑛)𝑓𝑓�𝑥𝑥𝑖𝑖�𝑀𝑀
𝑖𝑖=1   
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𝑖𝑖 = 1,2, . . . ,𝑁𝑁   
به مشتق مرتبه    یب وزنیضرا  𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖  که در آن  Nام،  nمربوط 

 .است امiمختصات نقطه  ixو  تعداد نقاط شبکه
کل وزنیضرا  يبرا  یرابطه  بالاتر یتقر  یب  مراتب  مشتقات  ب 

 :است) 32مطابق رابطه (
)32( 

𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖
(𝑛𝑛) = �

𝑛𝑛 �𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖
(1)𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖

(𝑛𝑛−1) − 𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖
(𝑛𝑛−1)

𝑥𝑥𝑖𝑖−𝑥𝑥𝑗𝑗
� , 𝑖𝑖 ≠ 𝑗𝑗

−∑ 𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖
(𝑛𝑛)𝑁𝑁

𝑖𝑖=1,𝑖𝑖≠𝑖𝑖 , 𝑖𝑖 = 𝑗𝑗
  

𝑖𝑖, 𝑗𝑗 = 1,2, . . . ,𝑁𝑁; 𝑛𝑛 = 2,3, . . . ,𝑁𝑁 − 1 
رابطه    به فرم  یسیماتر  )  31با توجه به قانون مربعات رابطه (

 است:) 33(
)33( {𝑓𝑓(𝑥𝑥)𝑛𝑛}𝑖𝑖 = �𝐶𝐶(𝑛𝑛)�{𝑓𝑓(𝑥𝑥)}𝑖𝑖  

 ي اریاخت  کاملاًن روش  یدر ا  هاگرههرچند انتخاب مختصات  
ه و  محدودیاست  توز  یت یچ  نحوه  اما  بر    ها گرهع  یندارد، 

همگراینتا  يداری پا روند  و  شو .  است  رگذاریتأث  ها آن   ییج 
توز که  داد  همانی  کنواختیریغ   يانقطهع  ینشان    ا 

توز  لوباتو_گوس_شفیچب انحصار  به  چبیکه  نامیع  ده  یشف 
نتا شودیم پای،  توز  يدارتری ج  به  خواهد  یع  ینسبت  کنواخت 

ا توزیداشت.  تعداد  ین  با  کمتر    يها گرهع  محاسبات  و  کم 
است   ب  ییهاجوابقادر  تراکم  اورد.  یب  به دستشتر  ی با دقت 
ا در  توز  نینقاط  نقاط  -گوس-شفی(چب  عینوع  در  لوباتو) 

ب  کینزد مرزها  م  شتریبه  نقاط  همگرا  ی انیاز  و  در    یی بوده 
از   قیتحق  نیدر ا  نیاتفاق خواهد افتاد. همچن  ترنییپانقاط  

نقاط   انتخاب   15تعداد  شبکه  بد  ی در  گرفته  علت    ن یصورت 
  یی به همگرا  آمدهدستبه  جی تعداد نقاط، نتا  نیاست که در ا

وجود    آمدهدستبه  جیدر نتا  یراتییتغ  بعدازآنو    است  دهیرس
 شامل:  لوباتو-گوس-شف ینقاط نمونه چب نداشته است.

)34( 𝑋𝑋𝑖𝑖 = 𝐿𝐿
2
�1 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 � 𝑖𝑖−1

𝑁𝑁−1
� 𝜋𝜋�  

𝑖𝑖 = 1,2, . . . ,𝑁𝑁  
شده و  لوباتو انتخاب-گوس-شف ینقاط چب   عیمقاله توز  نیدر ا

 شده است.استفادهGDQM از روش

استوانه   -4 پوسته  معادلات  استفاده   ياحل  با 
 :GDQMاز 

پوسته    ییجابجادان  یم روش  ابر    يااستوانه در  ساس 
GDQM شود. یان میب )35(رابطه  صورتبه 

)35( 

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧
𝑢𝑢(𝑥𝑥, 𝜃𝜃, 𝑑𝑑) = 𝛿𝛿(𝑥𝑥) cos(𝑛𝑛𝜃𝜃) cos(𝜔𝜔𝑑𝑑)
𝑣𝑣(𝑥𝑥,𝜃𝜃, 𝑑𝑑) = 𝑉𝑉(𝑥𝑥) sin(𝑛𝑛𝜃𝜃) cos(𝜔𝜔𝑑𝑑)
𝑤𝑤(𝑥𝑥,𝜃𝜃, 𝑑𝑑) = 𝑊𝑊(𝑥𝑥) cos(𝑛𝑛𝜃𝜃) cos(𝜔𝜔𝑑𝑑)
𝜑𝜑𝑥𝑥(𝑥𝑥, 𝜃𝜃, 𝑑𝑑) = 𝜑𝜑𝑥𝑥(𝑥𝑥) cos(𝑛𝑛𝜃𝜃) cos(𝜔𝜔𝑑𝑑)
𝜑𝜑𝜃𝜃(𝑥𝑥, 𝜃𝜃, 𝑑𝑑) = 𝜑𝜑𝜃𝜃(𝑥𝑥) sin(𝑛𝑛𝜃𝜃) cos(𝜔𝜔𝑑𝑑)

  

آن   در  طب  ωکه  و    یعیفرکانس  موج   nپوسته  شمارنده 
 است. یطیمح

معادلات حرکت با استفاده از    يگسسته ساز  -1-4
 : GDQMروش 

روابط (35روابط (  يگذاری با جا  توانیم ) و  26  یال  21) در 
 36(  روابط  صورتبهرا    K  سی ماتر  GDQMاستفاده از روش  

 . آورد ) به دست40 یال
)36 ( 𝐾𝐾11 = 𝐴𝐴11𝛿𝛿(2) − 𝐴𝐴16

2𝑛𝑛
𝑅𝑅
𝛿𝛿(1) − 𝐴𝐴66

𝑛𝑛2

𝑅𝑅2
𝛿𝛿 +

𝐼𝐼0𝜔𝜔2𝛿𝛿  
𝐾𝐾12 = 𝐴𝐴12

𝑛𝑛
𝑅𝑅
𝑉𝑉(1) + 𝐴𝐴16𝑉𝑉(2) + 𝐴𝐴66

𝑛𝑛
𝑅𝑅
𝑉𝑉(1) −

𝐴𝐴26
𝑛𝑛2

𝑅𝑅2
𝑉𝑉  

𝐾𝐾13 = 𝐴𝐴12
1
𝑅𝑅
𝑊𝑊(1) − 𝐴𝐴26

𝑛𝑛
𝑅𝑅2
𝑊𝑊  

𝐾𝐾14 = 𝐵𝐵11𝜑𝜑𝑥𝑥
(2) − 𝐵𝐵16

2𝑛𝑛
𝑅𝑅
𝜑𝜑𝑥𝑥

(1) − 𝐵𝐵66
𝑛𝑛2

𝑅𝑅
𝜑𝜑𝑥𝑥 +

𝐼𝐼1𝜔𝜔2𝜑𝜑𝑥𝑥  
𝐾𝐾15 = 𝐵𝐵12

𝑛𝑛
𝑅𝑅
𝜑𝜑𝜃𝜃(1) + 𝐵𝐵16𝜑𝜑𝜃𝜃

(2) + 𝐵𝐵66
𝑛𝑛
𝑅𝑅
𝜑𝜑𝜃𝜃

(1) −

𝐵𝐵26
𝑛𝑛2

𝑅𝑅2
𝜑𝜑𝜃𝜃   

)37(  

 

𝐾𝐾21 = 𝐴𝐴16𝛿𝛿(2) − 𝐴𝐴26
𝑛𝑛2

𝑅𝑅2
𝛿𝛿 − 𝐴𝐴66

𝑛𝑛
𝑅𝑅
𝛿𝛿(1) −

𝐴𝐴12
𝑛𝑛
𝑅𝑅
𝛿𝛿(1)  

𝐾𝐾22 = 𝐴𝐴66𝑉𝑉(2) − 𝐴𝐴26
2𝑛𝑛
𝑅𝑅
𝑉𝑉(1) − 𝐴𝐴22

𝑛𝑛2

𝑅𝑅2
𝑉𝑉 −

𝐴𝐴44𝑘𝑘𝑠𝑠
1
𝑅𝑅2
𝑉𝑉 + 𝐼𝐼0𝜔𝜔2𝑉𝑉  

𝐾𝐾23 = 𝐴𝐴26
1
𝑅𝑅
𝑊𝑊(1) − 𝐴𝐴22

𝑛𝑛2

𝑅𝑅
𝑊𝑊 − 𝐴𝐴44𝑘𝑘𝑠𝑠

𝑛𝑛
𝑅𝑅2
𝑤𝑤 +

𝐴𝐴45𝑘𝑘𝑠𝑠
1
𝑅𝑅
𝑊𝑊  

𝐾𝐾24 = 𝐵𝐵16𝜑𝜑𝑥𝑥
(2) − 𝐵𝐵26

𝑛𝑛2

𝑅𝑅2
𝜑𝜑𝑥𝑥 − 𝐵𝐵66

𝑛𝑛
𝑅𝑅
𝜑𝜑𝑥𝑥

(1) −

𝐵𝐵12
𝑛𝑛
𝑅𝑅
𝜑𝜑𝑥𝑥

(1) + 𝐴𝐴45𝑘𝑘𝑠𝑠
1
𝑅𝑅
𝜑𝜑𝑥𝑥   

𝐾𝐾25 = 𝐵𝐵26
2𝑛𝑛
𝑅𝑅
𝜑𝜑𝜃𝜃

(1) + 𝐵𝐵66𝜑𝜑𝜃𝜃
(2) − 𝐵𝐵22

𝑛𝑛2

𝑅𝑅2
𝜑𝜑𝜃𝜃 +

𝐴𝐴55𝑘𝑘𝑠𝑠
1
𝑅𝑅
𝜑𝜑𝜃𝜃 + 𝐼𝐼1𝜔𝜔.2𝜑𝜑𝜃𝜃  

)38(  𝐾𝐾31 = −𝐴𝐴12
1
𝑅𝑅
𝛿𝛿(1) − 𝐴𝐴26

𝑛𝑛
𝑅𝑅2
𝛿𝛿  

𝐾𝐾32 = −𝐴𝐴54
1
𝑅𝑅
𝑉𝑉(1) − 𝐴𝐴55

𝑛𝑛
𝑅𝑅2
𝑉𝑉 − 𝐴𝐴22

𝑛𝑛
𝑅𝑅2
𝑉𝑉 −

𝐴𝐴26
1
𝑅𝑅
𝑉𝑉(1)  
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𝐾𝐾33 = −𝐴𝐴54
1
𝑅𝑅
𝑊𝑊(1) + 𝐴𝐴44𝑊𝑊(2) − 𝐴𝐴55

𝑛𝑛2

𝑅𝑅2
𝑊𝑊 −

𝐴𝐴22
1
𝑅𝑅
𝑊𝑊 − 𝐴𝐴54

1
𝑅𝑅
𝑊𝑊(1) + 𝑛𝑛2𝑃𝑃

𝑅𝑅
𝑊𝑊 − 𝑃𝑃𝑅𝑅

2
𝑊𝑊(2) +

𝐼𝐼0𝜔𝜔2𝑊𝑊  
𝐾𝐾34 = −𝐴𝐴45

𝑛𝑛
𝑅𝑅
𝜑𝜑𝑥𝑥 + 𝐴𝐴44𝜑𝜑𝑥𝑥

(1) − 𝐵𝐵12
1
𝑅𝑅
𝜑𝜑𝑥𝑥

(1) +
𝐵𝐵26

𝑛𝑛
𝑅𝑅2
𝜑𝜑𝑥𝑥  

𝐾𝐾35 = 𝐴𝐴55
𝑛𝑛
𝑅𝑅
𝜑𝜑𝜃𝜃 − 𝐵𝐵22

𝑛𝑛
𝑅𝑅2
𝜑𝜑𝜃𝜃 − 𝐵𝐵26

1
𝑅𝑅
𝜑𝜑𝜃𝜃

(1) +

𝐴𝐴54
𝑛𝑛
𝑅𝑅
𝜑𝜑𝜃𝜃

(1)  

)39(  𝐾𝐾41 = 𝐵𝐵11𝛿𝛿(2) − 𝐵𝐵16
2𝑛𝑛
𝑅𝑅
𝛿𝛿(1) − 𝐵𝐵66

𝑛𝑛2

𝑅𝑅2
𝛿𝛿 −

𝐼𝐼1𝜔𝜔2𝛿𝛿  

𝐾𝐾42 = 𝐵𝐵16𝑉𝑉(2) + 𝐵𝐵12
𝑛𝑛
𝑅𝑅
𝑉𝑉(1) − 𝐵𝐵26

𝑛𝑛2

𝑅𝑅2
𝑉𝑉 +

𝐵𝐵66
𝑛𝑛
𝑅𝑅
𝑉𝑉(1) + 𝐴𝐴45𝑘𝑘𝑠𝑠

1
𝑅𝑅
𝑉𝑉  

𝐾𝐾43 = 𝐵𝐵12
1
𝑅𝑅
𝑊𝑊(1) − 𝐵𝐵26

𝑛𝑛
𝑅𝑅2
𝑊𝑊 + 𝐴𝐴45𝑘𝑘𝑠𝑠

𝑛𝑛
𝑅𝑅
𝑊𝑊 −

𝐴𝐴44𝑘𝑘𝑠𝑠𝑊𝑊(1)  

𝐾𝐾44 = 𝐷𝐷11𝜑𝜑𝑥𝑥
(2) − 𝐷𝐷16

2𝑛𝑛
𝑅𝑅
𝜑𝜑𝑥𝑥

(1) − 𝐷𝐷66
𝑛𝑛2

𝑅𝑅2
𝜑𝜑𝑥𝑥 −

𝐴𝐴44𝑘𝑘𝑠𝑠𝜑𝜑𝑥𝑥 + 𝐼𝐼2𝜔𝜔2𝜑𝜑𝑥𝑥   

𝐾𝐾45 = 𝐷𝐷12
𝑛𝑛
𝑅𝑅
𝜑𝜑𝜃𝜃

(1) + 𝐷𝐷16𝑛𝑛𝜑𝜑𝜃𝜃
(1) − 𝐷𝐷26

𝑛𝑛2

𝑅𝑅2
𝜑𝜑𝜃𝜃 +

𝐷𝐷66
𝑛𝑛2

𝑅𝑅
𝜑𝜑𝜃𝜃 − 𝐴𝐴45𝑘𝑘𝑠𝑠𝜑𝜑𝜃𝜃   

)40(  𝐾𝐾51 = −𝐵𝐵12
𝑛𝑛
𝑅𝑅
𝛿𝛿(1) − 𝐵𝐵26

𝑛𝑛2

𝑅𝑅2
𝛿𝛿 − 𝐵𝐵16𝛿𝛿(2) −

𝐵𝐵66
𝑛𝑛
𝑅𝑅
𝛿𝛿(1)  

𝐾𝐾52 = −𝐵𝐵22
𝑛𝑛2

𝑅𝑅2
𝑉𝑉 + 𝐵𝐵26

2𝑛𝑛
𝑅𝑅
𝑉𝑉(1) + 𝐵𝐵66𝑉𝑉(2) −

𝐴𝐴55
1
𝑅𝑅
𝑉𝑉 + 𝐼𝐼1𝜔𝜔2𝑉𝑉  

𝐾𝐾53 = −𝐵𝐵22
𝑛𝑛
𝑅𝑅2
𝑊𝑊 − 𝐷𝐷22

𝑛𝑛
𝑅𝑅2
𝑊𝑊 + 𝐵𝐵66

1
𝑅𝑅
𝑊𝑊(1) +

𝐴𝐴55
𝑛𝑛
𝑅𝑅
𝑊𝑊 − 𝐴𝐴45𝑊𝑊(1)  

𝐾𝐾54 = −𝐷𝐷12
𝑛𝑛
𝑅𝑅
𝜑𝜑𝑥𝑥

(1) − 𝐷𝐷26
𝑛𝑛2

𝑅𝑅2
𝜑𝜑𝑥𝑥 − 𝐷𝐷16𝜑𝜑𝑥𝑥

(2) −

𝐷𝐷66
𝑛𝑛
𝑅𝑅
𝜑𝜑𝑥𝑥

(1) − 𝐴𝐴45𝜑𝜑𝑥𝑥  

𝐾𝐾55 = −𝐷𝐷22
𝑛𝑛2

𝑅𝑅2
𝜑𝜑𝜃𝜃 + 𝐷𝐷26

2𝑛𝑛
𝑅𝑅
𝜑𝜑𝜃𝜃

(1) + 𝐷𝐷66𝜑𝜑𝜃𝜃
(2) −

𝐴𝐴55𝜑𝜑𝜃𝜃 + 𝐼𝐼2𝜔𝜔2𝜑𝜑𝜃𝜃   
بالا  روابط   𝜑𝜑𝜃𝜃در 

𝑖𝑖 ,𝜑𝜑𝑥𝑥 
𝑖𝑖 ,𝑊𝑊𝑖𝑖 ,𝑉𝑉𝑖𝑖 ,𝛿𝛿𝑖𝑖    مرتبه   (𝑖𝑖)مشتقات 

 باشد. یها میی جابجا

 ج ینتا -5

  4  يفلز که دارا-تین بخش ارتعاش آزاد پوسته کامپوزیدر ا
قرار   یل و بررسیمورد تحل  هست فلز    هیلا  2ت و  یه کامپوزیلا
  یتیکامپوز  يهاه یلاوم و  ینی از آلوم  يه فلزی. جنس لاردیگیم

ش کربن/اپوکس  ید/اپوکسیآرام ،یشه/اپوکسی از    .باشدیم  یو 

و    ید/اپوکسی، آرامیشه/اپوکسیوم، شینیآلوم  یکیخواص مکان
 است. آمده  1در جدول  یکربن/اپوکس

 اعتبارسنجی نتایج  -1-5

نتای اطم  يبرا صحت  از  از  آمدهدست بهج  ینان  استفاده  با   ،
تحل ا  یلیروش  در  نتای(متلب)  ابتدا  پژوهش،  ل یتحلج  ین 

برا  ارتعاش سازه  بعد   يآزاد  بدون                         فرکانس 

𝛺𝛺 = 𝜔𝜔𝑅𝑅�(1 − 𝜈𝜈2) 𝜌𝜌
𝐸𝐸

طب  𝜔𝜔که         𝜌𝜌سازه،    ی عیفرکانس 
ضریب   𝜈𝜈و    الاستیسیتهمدول    𝐸𝐸،  یچگال پواسون یانگر  ب 

ا برا   ستسازه  پوسته  ی  يرا  با  یزوتروپ یا  يااستوانه ک  ک 
مرزیشرا مقالات  یگ  يط  با  آزاد  و  ساده  ،  ]33[چانگ  ردار، 

  3و جدول  2در جدول   ]36[ يو لو ] 35[، وانگ ]34[ارشد 
است، شده  نتا  آورده  روش یسپس  از  استفاده  با  حاصل  ج 

فلز  -تیکامپوز  يااستوانه پوسته    یعیفرکانس طب  يبرا  حاضر
  4وم و  ینیاز جنس آلوم  یه داخل یو لا  ی ه خارجیه که لایلا   6
میلا ش  یانیه  زوا  یشه/اپوکس یاز جنس  مختلف  یال  يایبا  اف 

نتا با  را  (نرم    افزارنرماز    آمدهدستبهج  یاست  محدود  المان 
جدول   در  آباکوس)  گردی مقا  4افراز  است.یسه  به   ده  لازم 

مقدار مدول الاستیسیته برابر با    2جدول  توضیح است که در  
  2700و چگالی    3/0پواسون طولی    گیگاپاسکال، ضریب  70

جدول   در  است.  مترمکعب  بر    است.   m=1نیز    3کیلوگرم 
نرمیآباکوس    يسازنه مدلیافزار معتبر و قدرتمند در زمک 

برا محدود  د   یکیاستات  ي هالیتحل  يالمان  است.    ی کینامیو 
انرمن  یا امکان  مدلیافزار  سازهیچیپ   يهاجاد  ها،  ده 

بالا    دقت بهج  یل نتایمختلف و تحل  يهايبارگذار  ،يسازه یشب
 4شامل    يدیبریه  يااستوانه ابتدا پوسته    .کندیرا فراهم م

شیلا /اپوکسیه  آلومیلا  2و    یشه  در  ی نیه   را    افزار نرم وم 
ه را  یهر لا  یکیکرده، سپس خواص مکان  سازيشبیه آباکوس  

سازه را مشخص و سازه    يط مرزیبه آن اختصاص داده و شرا
از   .است  شدهدادهک قرار  یدرواستاتیتحت فشار ه با استفاده 

بند  یمربع  يهاالمان  مش  را  تحل  يسازه  با  و  ل  یکرده 
طب  یکیاستات است.    شدهاستخراج سازه    یعیفرکانس 
مشاهده    طورهمان خوب  ودشیمکه  نتایب  ی تطابق  ج  ین 

ساآمدهدستبه ای،  محدود  المان  و  مراجع  همچنستر  ن  ی.  
چیلا طولینیه  مود  شکل  پوسته   ی ،  سوم  و  دوم  اول، 



 
 

 

 ي دیبریه  ياارتعاشات آزاد پوسته استوانه   يبر رو   کیاستات  درویاثر فشار ه 96

2شماره  /20دوره  /3140مکانیک هوافضا/ سال   

 

  2فلز به روش المان محدود در  شکل  -تیکامپوز  يااستوانه 
 است.  شدهدادهنشان   3و شکل 

 

 .يدیبریه يااستوانه در پوسته  شدهاستفادهمواد   یک یخواص مکان:  )1(جدول  
 𝑬𝑬𝒙𝒙(𝐆𝐆𝐆𝐆𝐆𝐆) 𝑬𝑬𝒚𝒚(𝐆𝐆𝐆𝐆𝐆𝐆) 𝑮𝑮(𝐆𝐆𝐆𝐆𝐆𝐆) 𝝂𝝂𝒙𝒙 𝝆𝝆(𝐤𝐤𝐤𝐤/𝐦𝐦𝟑𝟑) ماده

 2700 33/0 28 4/72 4/72 آلومینیوم 
 1800 26/0 14/4 27/8 6/38 شیشه/اپوکسی 
 1600 28/0 17/7 3/10 181 کربن/اپوکسی 

 1460 34/0 3/2 5/5 76 آرامید/اپوکسی 

 . کیزوتروپ یا يااستوانه پوسته  يبرا شده بعد یب یع یسه فرکانس طبیمقا:  )2(جدول  
n m  شرایط مرزي L/R R/H نتایج حاضر  ] 33[ چانگ 
 01511/0 01508/0 500 10 گیردار -گیردار 1 4
 05794/0 05784/0 20 10 گیردار -گیردار 1 2
 4475/0 4472/0 500 67/8 آزاد -آزاد 5 2
 35856/0 3585/0 20 5 آزاد -آزاد 1 1
 30817/0 3079/0 20 07/5 آزاد -گیردار 3 2
 3075/0 3076/0 20 1.14 آزاد -گیردار 1 2
 3084/0 3081/0 20 2.88 آزاد -گیردار 2 2
 01413/0 01508/0 500 10 ساده -ساده 1 4

 . کوپیزوتریا اياستوانه پوسته يبرا اول یعیچهار فرکانس طب سهیمقا:  )3(جدول  

 ساده -ساده 
L/R=20 , H/R=0.05 

 ردار یگ-رداریگ
L/R=20 , H/R=0.002 

 ساده -رداریگ
L/R=20 , H/R=0.01 

n 36[يلو  ج حاضر ینتا ] 35[وانگ  ج حاضر ینتا ] 34[ارشد ج حاضر ینتا [ 
1 0161323/0 0161063/0 0.033351 0340/0 024247/0 023974/0 
2 0392648/0 0392332/0 011977/0 0119/0 011457/0 011225/0 
3 10941/0 109477/0 0072476/0 0072/0 022344/0 022310/0 
4 209008/0 209008/0 009059/0 0090/0 0421371/0 042139/0 

زاو  هیلا   6فلز  -تیکامپوز  اياستوانه   يهاپوسته  )Hz(  یعیفرکانس طب  سهیمقا   :)4(جدول   -رداریگ  طیمتفاوت در شرا  افیال  هیبا 
 .)H/R=0.03 , L/R=5( یلیروش تحل باروش المان محدود ، رداریگ

 45/90/-90/45 0/90/90/0 45/-60/60/-45 یتیاف کامپوزیال  ینیه چیزاو

N المان محدود  ج حاضر ینتا المان محدود  ج حاضر ینتا المان محدود  ج حاضر ینتا 
1 24/1743 2/1742 48/1576 5/1554 5/1670 8/1681 
2 67/3385 3410 98/3048 8/3050 41/3241 6/3291 
3 31/4852 4/5038 0/4426 9/4514 68/4736 3/4880 
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 يااستوانه اول پوسته  یشکل مود طول :)2(شکل  
 . ]45/-60/60/-45[ ینیچه یفلز با زاو-تیکامپوز

 

 
 (الف)

 
 (ب)

فلز  -تیکامپوز يااستوانه پوسته   یشکل مود طول :)3(شکل  
الف) مود دوم؛ ب) مود  : ]45/-60/60/-45[ ینیه چیبا زاو

 سوم.

 کیاستات درویهفشار  ریتأث-2-5

از  -تیکامپوز  يااستوانه پوسته    یطراح در ه  یلا  2فلز 
و  ی نیآلوم شیلا  4وم  زاو  یشه/اپوکس یه  الیبا  [یه  -90/45اف 

شامل    يه فلزیدر وسط و لا  یتیکامپوز  يهاهیلا  ] که45/90/
داخلیلا خارج  یه  ج  ینتا  هیکل  است.  شدهاستفادههست    یو 

  بدون بعد    یعیفرکانس طب  يل ارتعاش آزاد سازه برایدر تحل

Ω= 𝜔𝜔 × �𝜌𝜌×𝐻𝐻×𝑅𝑅2

𝐴𝐴(1,1)
  ،R=0.1m  ،L/R=5  ،H/R=0.03 ،

P=5Bar  مرزیشرا،  آمدهدستبه سازه   يط  انتها  و  ابتدا  در 
موارد  رداریگ در  شرا  ياست.  مرزیکه  فشار  يط    درویه، 

تغ یو    کیاستات ابعاد  از  هرکدام  در  ییا  کرده  توض ر  ح یمتن 
 است.  شدهداده

شکل   همگرایافزا  ر یتأث  4در  در  شبکه  نقاط  تعداد    یی ش 
افزا  شدهی بررسجواب   با  شکل  به  توجه  با  تعداد  یاست.  ش 

انتخاب نتا   ی نقاط  همگرایشبکه  به  است.  یرس  یخوب  ییج  ده 
انتخاب یهمچن شبکه  نقاط  تعداد  شکل  به  توجه  با   يبرا  ین 

 است. 15ن پژوهش یا

 
 .ش تعداد نقاط شبکهیافزا ریتأث ):4(  شکل

شکل   رو  کیاستات  دروی هفشار    ریتأث  5در  فرکانس    يبر 
پوسته    بعدیب  یعیطب ازا  يدیبریه  يااستوانه شده   ي به 

در مورد  است.    شده دادهنسبت طول به شعاع مختلف نشان  
استوانه  افزا   يدیبریه  ياپوسته    کیاستات  درویهش فشار  یبا 
طب هیافزا.  ابدییم کاهش    یعیفرکانس  فشار    دروی ش 

ن  یکه ا  شودیها در مواد سازه م ش تنشیباعث افزا  یکیاستات
اثر    ی کیمکان  يهایژگیوبه    هاتنش باعث  و    گذارندیمسازه 

انعطاف سازه   يریپذکاهش  مواد  استحکام   جهیدرنتو    و 
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طب فرکانس  همچنشودیمسازه    بعدیب  یعیکاهش  با  ی.  ن 
ب شعاع  به  طول  نسبت  چه  هر  شکل  به  باشد  یتوجه  شتر 

طبییتغ فرکانس  تحت  یب  شده   بعد یب  ی عیرات    ریتأثشتر 
ش نسبت ی. با افزاردیگیمقرار    کیاستات  درویهش فشار  یافزا

فرکانس طب شعاع  به  فشار    بعد یب   یعیطول  در    دروی هشده 
 . کندیمدا یپ  يشتریبالاتر کاهش ب کیاستات

شکل   به  توجه  مودها  7شکل  و    6با    ≥3n  ی جانب  ي در 
طبیعی   پوسته    بعدیبفرکانس  هیبریدي ااستوانه شده  ي 

شده    بعد یب فرکانس طبیعی    <4nو سپس در    ابدییمکاهش  
 . شودیمافزایشی 

 
ی بر روي  کیاستات دروی هافزایش فشار   ریتأث):  5(شکل  

ي هیبریدي به  ااستوانه پوسته  شده بعدیب فرکانس طبیعی 
 . ازاي نسبت طول به شعاع مختلف در مود جانبی دوم

 

 
  شده سازه بعد یب یع یرات فرکانس طبییتغ:  )6(  شکل

 . اول، دوم و سوم یمود طول يبه ازا یمود جانب برحسب

 
  سازه شده  بعد یب  یعی طب فرکانس راتییتغ  ):7(شکل  
 .مختلف  یکیاستات درویهفشار   يازا به یجانب مود برحسب

پدیده   سازه    علتنیابهاین  تغییرشکل  براي  ابتدا  که  است 
از   به   4نیروي کمتري نیاز است و در مودهاي جانبی بالاتر 

افزایش    3نیروي بیشتري احتیاج است. با توجه به شکل   با 
طبیعی   فرکانس  طولی  ي ااستوانه پوسته    بعد یبمود 

افزایش   شکل  ابدییمهیبریدي  در  همچنین  نشان    7. 
فشار    شدهداده افزایش  طبیعی  کیاستات  درویهبا  فرکانس   ،

 دارد.  ترنییپاشده کاهش بیشتري نسبت به فشارهاي  بعد یب
شکل    طورهمان در  نسبت    شودیممشاهده    8که  افزایش 

ابتدا در  شعاع،  به  ناگهانی    >L/R  4براي طول  کاهش  باعث 
شده اما در ادامه کاهش کمتري پیدا    بعدیبفرکانس طبیعی  

، همچنین براي مودهاي جانبی بالاتر کاهش فرکانس  کند یم
است.    بعد یبطبیعی   کمتر  فرکانس    جهیدرنتشده  تغییرات 
از    بعدیبطبیعی   کمتر  بلند  استوانه  کوتاه  هااستوانه براي  ي 

  بعد یباست. اثر نسبت ضخامت به شعاع در فرکانس طبیعی  
 شده  

است. با افزایش نسب ضخامت به    شدهدادهنشان    9در شکل  
طبیعی   فرکانس  پیدا    بعدیب شعاع،  افزایش  .  کندیمسازه 

طبیعی   فرکانس  کمتر،  شعاع  به  طول  نسبت  در  همچنین 
یک    جهیدرنت.  شودیمبیشتر    بعد یب  هرچقدر،  فشارثابتدر 

نسبت ضخامت به شعاع بیشتر و نسبت طول به شعاع کمتر 
 . شودیمباشد پایداري سازه بیشتر 

کامپوزیتی    ریتأث فرکانس    کاررفتهبهمواد  روي  بر  سازه  در 
فشار    بعد یبطبیعی   افزایش  ازاي  به  ،  کیاستات  درویهسازه 
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شکل   هر    شدهمیترس  10در  در  با    4است.  کامپوزیتی  ماده 
کاهش    بعد یب، فرکانس طبیعی  کیاستات  و دریهافزایش فشار  

کامپوزیت ابدییم که  حالتی  براي  شکل  به  توجه  با   .
کربن/اپوکسی    مورداستفاده هیبریدي  سازه  ،  باشدیمدر 

طبیعی   است.    بعدیب فرکانس  بیشتر  مواد  سایر  با از  مواد 
طب  یسخت فرکانس  سرعت    ی عنیدارند،    يبالاتر  یعیبالاتر، 

انرژ توانا  يانتقال  مواد   ییو  به  نسبت  ارتعاشات  با  انطباق 
هم  شتریب  گرید به  دارا  ل،ی دل  نیاست.  که   ی سخت  يکربن 

 فرکانس طبیعی بیشتري دارد. است، يبالاتر

 
 شده پوسته بعد یب  یعیفرکانس طب راتییتغ :)8(شکل  
 نسبتي به ازا ی جانب يبرحسب مودها يدیبریه يااستوانه 

 ف.طول به شعاع مختل

 
 پوسته شده  بعد یب یع یطب فرکانس راتییتغ :)9(  شکل
به   شعاع  به ضخامت نسبت برحسب يدیبریه يااستوانه 

 .مختلف شعاع به طول نسبت يازا

 
  يرو بر کیاستات دروی هفشار   شیافزا ریتأث :)10(شکل  

 .مختلف  يهاافیال يازا به شده بعدیب  یعیطب فرکانس 
طبیعی    ریتأث فرکانس  روي  بر  مختلف  مرزي    بعد یبشرایط 

است. فرکانس طبیعی   شدهدادهنشان  5شده سازه در جدول 
به سایر    رداریدوسرگدر حالت    بعد یب بیشتر   هاحالتنسبت 

شرایط   در  سازه  سفتی  که  است  این  بیانگر  امر  این  است، 
دیگر    رداریدوسرگمرزي   است.  هاحالتاز  بالاتر  و    بیشتر 
شده    بعدیبن با افزایش فشار کاهش فرکانس طبیعی  همچنی

.  استي دیگر کمتر  هاحالتنسبت به    رداریدوسرگدر حالت  
پوسته   هیبریدي  ااستوانه بنابراین    درویه  فشارتحتي 

گیردار  کیاستات مرزي  شرایط  بیشترین  -با  داراي  گیردار 
 پایداري است.

ي مختلف بر روي  فشارهاشرایط مرزي در    ریتأث  ):5جدول (
 شده  بعدیب فرکانس طبیعی 

 P=0 P=5Bar P=10Bar P=30Bar ي ط مرزیشرا

C-C 2549/0 2544/0 2538/0 2515/0 
C-SS 2220/0 2214/0 2208/0 2184/0 

SS-SS 1922/0 1916/0 1909/0 1882/0 
C-F 0773/0 0758/0 0743/0 0679/0 

 يریگجه ینت -6

پوسته  یک  آزاد  ارتعاشات  بررسی  به  پژوهش  این  در 
کامپوزیتااستوانه  تحت  -ي  ،  کیاستات  درویهفشار    ریتأثفلز 

شعاع   و  طول  بر ریمتغضخامت،  مختلف  مرزي  شرایط  در   ،
روش   و  اول  مرتبه  برشی  تغییرشکل  تئوري  اساس 
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است. نتایج نشان    شدهانجام  افتهیمیتعمدیفرانسیلی مربعات  
 که:  دهندیم

فشار   )1 افزایش  طبیعی  کیاستات  درویهبا  فرکانس  ی 
 . کندیمکاهش پیدا  بعد یب

سازه    بعدیب  یعیفرکانس طب  یش مود جانبیبا افزا )2
 .شودیم  یشیابتدا کاهش، سپس افزا

پوسته  یافزا )3 به شعاع   ي ااستوانه ش نسبت ضخامت 
افزا  يدیبریه طبیباعث  فرکانس    بعدیب  یعیش 

 . شودیمسازه 
شرا )4 مرزیدر  پوسته  یگ-رداریگ  يط    ي ااستوانه ردار 

طبیشتریب  يدارا  يدیبریه فرکانس    بعد یب  یعین 
 شده است. 

حالت )5 کامپوز  یدر  ماده   يااستوانه پوسته    یتیکه 
کربن/اپوکس  يدیبریه جنس  سازه    یاز  باشد، 

 .است بعد یب  یعین فرکانس طبیشتریب يدارا
افزا )6 سازه    بعد یب   یعیفرکانس طب   یش مود طولیبا 

 . ابد ی یمش یافزا
باعث  یافزا )7 همواره  شعاع  به  طول  نسبت  مقدار  ش 

طب فرکانس  که  ،  شودیمسازه    بعدیب   یعیکاهش 
شیا با  ابتدا  در  فرکانس  کاهش    يتندترب  ین 

ش  شدهشروع با  ادامه  در  کمتریو  پ   يب  دا  یادامه 
 . کند یم
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• Increasing hydrostatic pressure 
decreases the natural frequency. 

• Effect of composite material on natural 
frequency of hybrid cylindrical shell. 

• Generalized Differential Quadrature 
method 
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Considering the increasing use of hybrid cylindrical shells in various 
industries, the free vibration analysis of these types of structures is very 
important. In this research, the free vibrations of the hybrid cylindrical shell 
under the influence of hydrostatic pressure have been analyzed and 
investigated. Investigating the hydrostatic pressure in hybrid shells is one of 
the important and required things for the optimal design of the structure, 
investigating the performance of the structure in different environmental 
conditions, bearing and resistance to pressure, etc. The boundary conditions 
for the cylindrical shell have been considered as fixed, free and simple, the 
equations governing the structure of the hybrid cylindrical shell are based on 
the displacement field and the stress and strain relations in matrix form using 
the first-order shear deformation theory of the shell and Hamilton's principle 
obtained and using generalized differential quadratic numerical method, the 
governing equations of the structure were solved and the effect of fiber angle, 
composite materials, hydrostatic pressure, composite to metal ratio, length to 
radius and thickness to radius of the cylinder on the natural frequency of the 
shell was investigated  and analyzed. Numerical results have been compared 
and validated with the results of the research. The results show that the hybrid 
shell with the distribution of composite materials and in a specific volume 
ratio shows better behavior against different hydrostatic pressure. 
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