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This study presents the detailed design and practical implementation of a fixed-time 

extended state observer for the precise simultaneous estimation of model 

uncertainties and road excitation input in a vehicle suspension system. By 

reformulating the system dynamics in state-space form and treating uncertainties and 

external disturbances as extended states, the proposed observer is analytically 

derived using Lyapunov stability theory. The key innovation lies in guaranteeing 

convergence within a fixed time interval, independent of initial conditions. The 

performance of the proposed observer is evaluated both analytically and 

experimentally using a quarter-car suspension test setup (MacPherson). Experimental 

results demonstrate that the observer achieves stable and initial-condition-

independent estimation of both system states and road input. Furthermore, a 

comparison with a conventional extended state observer confirms the clear 

superiority of the proposed method in terms of estimation accuracy. These 

comprehensive findings collectively underscore the effectiveness and reliability of 
the presented approach in practical scenarios. 
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 بترای  ثابتت -زمتان  یافمته  توستعه  حالت گر رویت ی  عملی سازی پیاد  و طراحی به پژوهش این

 بتا . پتردازد  متی  ختودرو  تعلیت   سیسم  در جاد  ورودی و مدل های قطعیت عدم زمان ه  تخمین

 عنتوان  به ها قطعیت عدم نظرگیری در و حالت فضای فرم در سیسم  دینامیکی معادلات بازنویسی

 تعیتین  و لیاپتانو   پایتداری  تئتوری  بر تکیه با پیشنهادی گر رویت یافمه، توسعه حالت ممغیرهای

 بتاز   یت   در همگرایی تضمین کار، این اصلی نوآوری. است شد  طراحی آن پاراممرهای تحلیلی

 دستمگا   یت   روی بتر  پیشتنهادی  گتر  رویت عملکرد. است اولیه شرای  از مسمقل و ثابت زمانی

 تجربتی  و تحلیلتی  ارزیابی مورد( فرسون م ) خودرو تعلی  سیسم  چهارم ی  مدل آزمایشگاهی

 شترای   از مسمقل تخمین به قادر پیشنهادی گر رویت که دهد می نشان تجربی نمایج. گرفت قرار

 پیشنهادی گر رویت نمایج مقایسه همچنین،. است جاد  ورودی و سیسم  های حالت پایدار و اولیه

 تأییتد  تخمین دقت نظر از را پیشنهادی روش واضح برتری مرسوم، یافمه توسعه حالت گر رویت با

 نشتان  وضتو   به عملی شرای  در را شد  ارائه روش اطمینان قابلیت و کارایی ها یافمه این. کند می

 .دهند می

 ها: لید واژهک
 خودرو تعلی  سیسم 

 جاد  نامعلوم ورودی

 زمان با یافمه توسعه حالت گر رویت

 ثابت همگرایی

 یافمه توسعه حالت گر رویت
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 مقدمه -1

ای در تتأمین راحمتی    هتای تعلیت  ختودرو نقتش دوگانته      سیسم 

ایتن  کننتد.   سرنشینان و حفظ پایداری دینامیکی خودرو ایفا متی 

های جتاد    های ناشی از ناهمواری ی  سو باید لرزش ازها  سیسم 

را جذب نمایند و از سوی دیگر تماس مؤثر تایرها با سطح جاد  را 

 گیری مناسب حفتظ کننتد   پذیری، ترمزگیری و شماب برای فرمان

با چتالش تعتار     ها هموار  . با این حال، طراحی این سیسم [1]

ذاتی بین معیارهای راحمی سرنشین و پایداری خودرو مواجه بود  

راهکتاری پیشترفمه بترای     عنوان بههای تعلی  فعال  سیسم  .است

های تحری   ها در دامنه وسیعی از فرکانس غلبه بر این محدودیت

ستازی متؤثر ایتن     ایتن وجتود، پیتاد     . با[2] اند جاد  مطر  شد 

دقی   سازی مدلهای اساسی شامل  ها مسملزم حل چالش سیسم 

هتای پتاراممری و    رفمار غیرخطی اجزای سیسم ، غلبه بر نامعینی

ای اغمشاشتات   نشد ، و همچنین تخمین لحظه های مدل دینامی 

هتا،   . این پژوهش با تمرکز بر ایتن چتالش  [3] استوارد  از جاد  

های تعلی  فعتال   راهکارهای نوینی را برای بهبود عملکرد سیسم 

و توسعه  یپژوهش، طراح نیا یاصل یها ینوآوراز  .نماید ارائه می

 یثابتت بترا   یتی بتا زمتان همگرا   افمته ی حالت توسعه گر تیرو  ی

در  ورودی جاد  نامعلوممدل و  یها تیزمان عدم قطع ه  نیتخم

ثابتت  -زمتان  یداریت راستما، پا  نیخودرو است. در ا  یتعل سم یس

 قترار و اثبتات   یموردبررست  یلت یصورت تحل به یشنهادیپ گر تیرو

 نیتتعملکتترد ا یمنظتتور اعمبارستتنج بتته ن،ینتتگرفمتته استتت. همچ

 یشتگاه یآزما  یمحت   یت آن در  یابیت و ارز یساز اد یپ م ،یالگور

روش  نیبت  سهیمقا ت،یاست. در نها رفمهیانجام پذصورت عملی  به

 یاریمرسوم، مع افمهی حالت توسعه گر تیرو م یو الگور یشنهادیپ

 .سازد یفراه  م نیطر  نو نیا یعملکرد یها یرسنجش برت یبرا

های ورودی جاد  بته دو روش   مطالعات ممعددی در زمینه اخذ داد 

پایته( انجتام شتد     -گتر  ویتپایه( و غیرمسمقی  )ر-مسمقی  )حسگر

. در روش مستتتمقی ، مراکتتتز تحقیقتتتاتی و صتتتنایع [6-4]استتتت 

ای مانند پروفایلرهای جاد  را توسعه  ی تجهیزات پیشرفمهخودروساز

نمونه، آزمایشتگا  مرکتزی جتاد  و پتل فرانسته و       عنوان بهاند.  داد 

اند،  شرکت جنرال موتورز موف  به طراحی تحلیلگر جاد  طولی شد 

هرچنتتد کتتاربرد ایتتن فنتتاوری در خودروهتتای تجتتاری بتته دلیتتل   

. از [8, 7]مواجته استت    مصادی بتا محتدودیت  های فنی و اق چالش

هتتای مبمنتتی بتتر  شتترکت مرستتدس بنتتز از سیستتم  ستتوی دیگتتر،

های جتاد  بهتر     بعدی ناهمواری های اسمریو برای اسکن سه دوربین

ستازی،   برد  است. با این حال، این روش علاو  بر هزینه بالای پیاد 

به موقعیت دقی  حسگرها وابستمه بتود  و نیازمنتد پردازشتگرهای     

ایتتن  .استتتهتتا  بستتیار قدرتمنتتد بتترای تحلیتتل حجتت  انبتتو  داد  

ها موجب شد  استت کته رویکترد تخمتین غیرمستمقی        محدودیت

مبمنتی بتر پتردازش    گرهتای   رویتت های جاد  با استمفاد  از   ورودی

هتا و حستگرهای    ستنج  های حسگرهای مرسوم )ماننتد شتماب   داد 

ه گستتمرد  تتر متورد توجت    راهکتاری عملتی   عنتوان  بته جتایی(   جابته 

هتای   گیری از الگتوریم   . این روش با بهر [9]پژوهشگران قرار گیرد 

های جاد   پیشرفمه پردازش سیگنال، امکان تخمین دقی  ناهمواری

 .سازد را بدون نیاز به تجهیزات پرهزینه فراه  می

بته   نیتخم یها روش نیکالمن و مشمقات آن از پرکاربردتر لمریف

کتالمن   لمتر یاز ف [11, 10]نمونه، در مراجتع   ی. براروند یشمار م

 یو ورود ستم  یس یهتا  حالتت  زمان ه  نیتخم یبرا 1افمهی توسعه

کانت  و همکتاران    استمفاد  شتد  استت.     یتعل سم یجاد  در س

 یکتالمن گسستمه بتا ورود    لمتر یبه نتام ف  دیروش جد  ی، [12]

 یهتا  جتاد  بته همترا  حالتت     ینتاهموار  نیتخمت  یناشناخمه برا

 یبرا زیکالمن دوگانه ن لمریف ن،یعلاو  بر ا کردند. یمعرف سم یس

  یت تعل ستم  یجتاد  در س  یو ورود هتا  لتت حا زمتان  هت   نیتخم

جتاد  ناشتناخمه در    یورود نیتخمت . [13] شد  است یساز اد یپ

 شتد  استت   یبررست  زیت محققان ن ریتوس  سا  یتعل یها سم یس

 2هوستا -جیس یقیکالمن تطب لمریف گر،ید یا در مطالعه .[15, 14]

بته کتار گرفمته     غیر معلت  معل  و  یها سرعت جرم نیتخم یبرا

 م یبا الگتور  3کالمن آنسنمد لمریف بیترک ن،یهمچن .[16]اند   شد

 شتنهاد یپ ستم  یس یها حالت نیتخم منظور به ییایدر انیشکارچ

همچتون مقاومتت در برابتر     ییایت با وجود مزا. [17] است د یگرد

کتالمن بتا    لمریبر ف یمبمن یها م یالگور ،گیری فرایند و انداز  زینو

 ،هتا  چالشیکی از این رو هسمند.  روبه یقابل توجه یها تیمحدود

 انسیت کووار یهتا  سیمتاتر   یت دق  یها به تنظ روش نیا یوابسمگ

نادرست   یکه تنظ یا گونه است؛ به یریگ و انداز  ندیفرآ یهایزنو

 یداریت ناپا ینادرستت و حمت   یبه برآوردها تواند یپاراممرها م نیا

 یخطاها یبرا یگاوس عیفر  توز ن،ی. علاو  بر انجامدیب سم یس

در  ستت، ا لمرهتا یف نیت ا یطراح هیکه پا ،یریگ و انداز  سازی مدل

 نیو منجر به کاهش دقت تخمت  شود یاغلب نقض م یواقع  یشرا

 یلازم بترا  ییها عمومتا  فاقتد توانتا    روش نیا ن،ی. همچنگردد یم

ناشتناخمه   یهتا  یمتدل و ورود  یهتا  تیقطع عدم زمان ه  نیتخم

 نیتخمت  یجاد ( هستمند، چترا کته اساستا  بترا      ی)مانند ناهموار

  یبه شرا تیحساس ت،یاند. در نها شد  یطراح سم یس یها لتحا

 رایت ز شتود،  یمهت  محستوب مت    یهتا  تیمحدود گریاز د زین هیاول

 هیت اول ریممکن استت بته انمختاب مقتاد     ها م یالگور نیا ییهمگرا

طتور   به ییوابسمه باشد و در صورت انمخاب نامناسب، زمان همگرا

 .[19, 18] ابدی شیافزا یقابل توجه

بتا در نظتر گترفمن عتدم      یافمته  حالت توستعه  رگ رویت در مقابل،

، امکان تخمتین  جدیدممغیرهای حالت  عنوان بههای مدل  قطعیت

کنتد.   یهتا را فتراه  مت    سیسم  و عدم قطعیت های التح زمان ه 

در  افمهی حالت توسعه گر تیرو  ی، از [20]در مرجع ، نمونهبرای 

بتا    یت تعل یهتا  ستم  یس یبترا  هتا  تیت عدم قطع کپارچهی نیتخم

وانت  و   ن،یاستمفاد  شتد  استت. همچنت     چهتارم   یت  یهتا  مدل

عتدم   نیتخمت  یبرا افمهی حالت توسعه گر تیاز رو ،[21]همکاران 

                                                                                       
1 Extended Kalman Filter (EKF) 
2 Saga-Hussa 
3 Unscented Kalman Filter (UKF) 
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  ختودرو استمفاد    یت تعل یکیدرولیت در عملگتر الکمروه  ها تیقطع

  یروش را در مدل تعل نیا ،[22]کردند، حال آنکه دو و همکاران 

حالتت   گتر  تیرو ،[23]در مرجع  .خودرو به کار بسمند چهارم  ی

  یت در مدل تعل ها تیعدم قطع کپارچهی نیتخم یبرا افمهی توسعه

نصت  ختودرو     یمدل تعل یبرا زین [24]خودرو و در مرجع  تمام

 نیتضم تیفاقد قابل گرها تیرو نیا قرار گرفمه است. یمورد بررس

 هیت اول  یثابتت و مستمقل از شترا    یبتاز  زمتان    یت در  ییهمگرا

در ایتن حتوز ، یکتی از     توجته  قابلهای  با وجود پیشرفت هسمند.

 تر مورد توجه قترار گرفمته، مستئله    های مه  که تاکنون ک  جنبه

از دیتدگا    تنهتا  نته است. این پاراممر  تعیین زمان نشست سیسم 

لتی نیتز نقتش    نظری حائز اهمیت است، بلکته در کاربردهتای عم  

. در این پژوهش، با هد  پر کردن ایتن  [25]ای دارد  کنند  تعیین

عملکترد آن   شتود کته   شکا  تحقیقاتی، روشی جتامع ارائته متی   

 زمتان  هت  توانایی تخمتین   مسمقل از شرای  اولیه سیسم  است و

بینتی دقیت  زمتان     پیش ممغیرهای حالت، اغمشاشات و همچنین

 .ستارا دارا  نشست سیسم 

حالت  گر رویت سازی عملی ی  در این پژوهش، به طراحی و پیاد 

عتدم   زمتان  هت  جهت تخمین ثابت  یافمه با زمان همگرایی توسعه

شتود. در الگتوریم     پرداخمه متی  نامعلوم و ورودی جاد  ها قطعیت

بته   جدیتد ی  ممغیتر حالتت    عنوان به ها عدم قطعیتپیشنهادی، 

معادلات دینامیکی سیسم  افزود  شد  و هد ، تخمتین تمتامی   

جترم معلت  و    جتایی  جابههای  ممغیرهای حالت با اسمفاد  از داد 

پیشتنهادی، بته تحلیتل     گتر  رویت است. پس از طراحی معل  ریغ

آن مورد  درنهایت عملکرد آن پرداخمه شد  و ثابت-پایداری زمان

 دستمگا  بته همتین منظتور، از یت       .گیترد  ارزیابی عملی قرار می

فرستون   چهتارم ختودرو بتا مکتانیزم مت       آزمایشگاهی تعلی  ی 

شود. این مجموعته مجهتز بته انتواع حستگرها بترای        اسمفاد  می

هتای سیستم  بتود  و دارای یت  محتر        اسمخراج تمامی حالت

امکان  که ییازآنجاهیدرولیکی جهت تولید ورودی جاد  است. اما 

با اسمفاد   غیر معل جرم معل  و  جایی جابههای  دسمرسی به داد 

 ریتتغصتتورت مستتمقی  در محتتی   بتته جتتایی جابتتهاز حستتگرهای 

گیتری از   وجتود نتدارد، بنتابراین بتا دو بتار انمگترال       یشگاهیآزما

گذر بتا فرکتانس قطتع     های شماب )پس از عبور از فیلمر میان داد 

آیند. لازم بته   می به دست گر رویت موردنیازهای  مناسب(، ورودی

شتد  بتر روی دستمگا      نصتب  جایی جابهذکر است که حسگرهای 

 هتا و ارزیتابی عملکترد    آزمایش، صترفا  جهتت اعمبارستنجی داد    

 اند. همچنین در ادامه، روش پیشتنهادی بتا   اسمفاد  شد  گر رویت

مقایسته   یافمته موجتود در ادبیتات موضتوع     گر حالت توسعه رویت

هتای کتار حاضتر بته      ، اهدا  و نوآوریبه صورت خلاصه .شود می

 باشد: صورت زیر می

 یافمته بتا زمتان     گر حالت توستعه  اسمفاد  از الگوریم  رویت

هتا و ورودی   قطعیتت  همگرایی ثابت جهتت تخمتین عتدم   

 نامعلوم جاد .

 گر پیشنهادی. آنالیز پایداری زمان ثابت رویت 

  گر پیشنهادی در محتی    سازی و ارزیابی عملی رویت پیاد

 تست واقعی.

 گتتر حالتتت  مقایستته روش پیشتتنهادی بتتا الگتتوریم  رویتتت

 یافمه رایج. توسعه

از مقدمته، در   بعتد : شد  استت  یسازمانده ریمقاله به شر  ز نیا

ارائه  یشنهادیپ گر تیرو م یالگور یبر ساخمار کل یمرور 2بخش 

انجتام    یت تعل ستم  یس یاضت یر ستازی  مدل، 3. در بخش شود یم

 یطراحت  یلازم بترا  یازهتا ین شیو پ  یبه تعار 4. بخش ردیگ یم

حالتت   گتر  تیت ، رو5اخمصاص دارد. در بخش  یشنهادیپ گر تیرو

بته  گتر   رویتشد  و زمان نشست  یطراح تثاب-زمان افمهی توسعه

 یبرا افمهی حالت توسعه گر تیشامل ارائه رو 6 بخش .دیآ یدست م

 یساز هیشب جی، نما7است. در بخش  یشنهادیپ گر تیبا رو سهیمقا

و در  فهرستت علایت    9است. در بختش   ارائه شد  یشگاهیو آزما

 .شود یم ارائه یکل یریگ جهینم 10بخش 

 یشنهادیپ تمیالگور یساختار کل -2

 دستتمگا  یتت  روی بتتر پیشتتنهادی گتتر رویتتت عملتتی ستتازی پیتتاد 

 مکتانیزم  بتا  ختودرو  چهتارم  تعلیت  یت    سیستم   متدل  آزمایشگاهی

دسمگا  . پذیرفمه است انجام ویو لب 1بلادرن  محی  در و فرسون م 

 الکمروهیتدرولیکی  محتر   یت   بته  مجهز مورداسمفاد  آزمایشگاهی

 بتر  شتد   نصتب  2ویلکوکستون  سنج شماب دو جاد ، ورودی تولید برای

 سه و عمودی شماب گیری انداز  برای غیرمعل  و معل  های جرم روی

. استت  نمتایج  اعمبارستنجی  منظتور  بته  خطی صترفا   جایی جابه حسگر

 نشتتنال بتترداری داد  کتتارت توستت  حستتگرها اولیتته هتتای داد 

 بته  و آوری هرتتز، جمتع   100 برداری نمونه فرکانس با 3اینسمرومنمس

 شتماب  هتای  داد  پتردازش،  پیش مرحله در. شد منمقل ویو لب محی 

. شتدند  داد  عبور بایاس و نویز حذ  برای گذر فیلمر میان ی  از ابمدا

 های شماب سیگنال روی بر عددی دوگانه گیری انمگرال انجام با سپس

هتا و   برای تخمتین حالتت   موردنیاز جایی ی جابهها گنالیس فیلمرشد ،

 بلادرنت   حلقه ی  در حسگرها های داد . گردید اسمخراج ها نیینامع

 شتامل شد   زد  نیتخم های خروجی. شدند یبردار داد ویو  محی  لب

 هتای  داد  بتا  زمتان  هت   ورودی جتاد  نتامعلوم،   و سیستم   های حالت

عنوان مرجتع، بترای ارزیتابی عملکترد      جایی خطی به حسگرهای جابه

فرایند ذکتر شتد  در    شدند. داد  نمایش و ذخیر  گر پیشنهادی رویت

در ایتن   این نکمه لازم به ذکر است کته  نشان داد  شد  است. 1شکل 

روی دستمگا  آزمتایش   شد  بتر   جایی نصب پژوهش، حسگرهای جابه

انتد و در   صرفا  جهتت اعمبارستنجی نمتایج مورداستمفاد  قترار گرفمته      

اند، زیرا در شرای  واقعی خودروهتا   الگوریم  تخمین اصلی به کار نرفمه

آن،  یجتا  به .معمولا  امکان دسمرسی به این نوع حسگرها وجود ندارد

                                                                                       
1 Real-Time 
2 Wilcoxon-777B 
3 PCI-6052 NI-DAQmx 



 41                                                    و همکارانالوار  قدم ثابت احمد؛ عملی رویکرد یک: خودرو تعلیق سیستم در جاده ورودی و ها قطعیت عدم ثابت-زمان تخمین

 

 3 107544( 1400) 163مکانیک هوافضا                             زاده و همکاران  محمدهادی حسین

هتتای سیستتم ،  هتتا بتترای تخمتتین حالتتت  ستتنج هتتای شتتماب از داد 

 های پاراممری و ورودی ناشناخمه جاد  اسمفاد  شد  است. نامعینی

 خودرو قیتعل ستمیس چهارم کیمدل  -3

قتائ  را   یهتا   یت نامیخودرو که د  یتعل سم یس چهارم  یمدل 

شد  استت. مطتاب  شتکل،     داد  نشان 2 در شکل ،کند یم  یتوص

 ستم  یس یمعلت  و اجتزا   ریشامل جرم معل ، جرم غ سم یس نیا

فنتر    یت بتا   ریتتا  ساخمار، نیدر ا نیهمچن است. رفعالیغ  یتعل

 . [26] سازی شد  است مدل یخط

 یکینتام ید یهتا  معادلته  2براساس پیکر  آزاد ارائه شد  در شکل 

دوم معل  بتا استمفاد  از قتانون    ریحاک  بر حرکت جرم معل  و غ

 :شوند یاسمخراج م ریبه شکل ز وتنین

(1) 𝑚𝑢𝑠𝑥̈𝑢𝑠 = 𝑓𝑠 + 𝑓𝑑 − 𝑓𝑠𝑡 

(2) 𝑚𝑠𝑥̈𝑠 = −𝑓𝑠 − 𝑓𝑑 
 

 
 ساخمار الگوریم  پیشنهادی. :(1)شکل 

 
 چهارم سیسم  تعلی  خودرو مدل ی  (:2شکل )

 𝑥𝑢𝑠جترم معلت ،    𝑚𝑠جترم غیتر معلت ،     𝑚𝑢𝑠های فوق  در رابطه

نیروی فنر،  𝑓𝑠جایی جرم معل ،  جابه 𝑥𝑠جایی جرم غیرمعل ،  جابه

𝑓𝑑   ،نیروی میراگر𝑓𝑠𝑡 باشند. می تایر نیروی فنری 

در عمل رفمار غیرخطتی از ختود   ( 𝑓𝑑) و میراگر( 𝑓𝑠) های فنر نیرو

های تجربتی نشتان    آزمایش . همچنین نمیجه[27] دهند نشان می

صتورت یت  چنتد     بته  𝑓𝑠اند که در حالت واقعی نیتروی فنتر    داد 

𝑥∆جتتایی تعلیتت   ای درجتته ستتوم از جابتته جملتته = 𝑥𝑠 − 𝑥𝑢𝑠  و

ای درجه دوم از سرعت  صورت ی  چند جمله به 𝑓𝑑نیروی میراگر 

𝑥̇∆نسبی بین جرم معل  و جرم غیتر معلت     = 𝑥̇𝑠 − 𝑥̇𝑢𝑠   رفمتار

صتورت زیتر    هتای فنتر و میراگتر بته     نمیجه نیرو . در[27] کنند می

 :[26] شوند می سازی مدل

(3) 𝑓𝑠 = 𝑘1∆𝑥 + 𝑘2(∆𝑥)2 + 𝑘3(∆𝑥)3 

(4) 𝑓𝑑 = 𝑐1∆𝑥̇ + 𝑐2(∆𝑥̇)2 

هتتای ستتخمی فنتتر و  دهنتتد  ضتتریب نشتتان 𝑘𝑖(𝑖=1,2,3)کتته در آن 

𝑐𝑖(𝑖=1,2) میراگر هسمند. نیتروی   ،های میرایی نشان دهند  ضریب

 :[26] شود صورت زیر محاسبه می تایر نیز به

(5) 𝑓𝑠𝑡 = 𝑘𝑠𝑡(𝑥𝑢𝑠 − 𝑥𝑟) 

عنتتوان  بته  𝑥𝑟فنریتت تتتایر و   ستتفمیضتریب   𝑘𝑠𝑡(، 5در معادلته ) 

هتای   ی  از معادله . با درنظر گرفمن هراست ورودی جاد  نامعلوم

ه های فضتای حالتت بت    ی  زیرسیسم ، معادله عنوان به( 2( و )1)

 :[1] آیند میشکل زیر به دست 

(6) {
𝑥̇1𝑎 = 𝑥2𝑎

𝑥̇2𝑎 = 𝑓1  
 

(7) {
𝑥̇1𝑏 = 𝑥2𝑏            
𝑥̇2𝑏 = 𝑓2 + 𝑑1𝑥𝑟
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𝑑1که در آن  =
𝑘𝑢𝑠

𝑚𝑢𝑠
صتورت زیتر درنظتر     بته و ممغیرهتای حالتت    

 اند: شد   گرفمه

(8) [𝑥1𝑎 𝑥2𝑎 𝑥1𝑏 𝑥2𝑏]𝑇

= [𝑥𝑠 𝑥̇𝑠 𝑥𝑢𝑠 𝑥̇𝑢𝑠]𝑇 

 :اند بشکل زیر تعری  شد  𝑓2و  𝑓1 های  ( تابع7( و )6در معادله )

(9) 𝑓1 = −
1

𝑚𝑠

[𝑓𝑠 + 𝑓𝑑] 

(10) 𝑓2 =
1

𝑚𝑢𝑠

[𝑓𝑠 + 𝑓𝑑 − 𝑘𝑠𝑡𝑥1𝑏] 

هتای   ( شامل نتامعینی 7( و )6شد  در معادلات ) مدل ریاضی ارائه

 و نشتتد ، تغییتترات پتتاراممری میتت  متتدلمخملفتتی از جملتته دینا

. [6, 3-1] استت ورودی ناشناخمه جاد  مانند  اغمشاشات خارجی

گتر   ها، از یت  رویتت   عیتبرای مقابله با این عدم قطدر این مقاله 

یافمه با زمان همگرایی ثابت اسمفاد  شد  استت کته    حالت توسعه

کته از طریت     غیرمعلت  های جرم معل  و جترم   جایی جابهدر آن 

 عنتوان  بته انتد   های شماب حاصل شد  گیری دوگانه از داد  انمگرال

 .شوند گیری سیسم  به کار گرفمه می های قابل انداز  خروجی

 مقدمات ریاضیها و  تعریف -4

مقتدمات ریاضتی لازم بترای طراحتی     هتا و   تعریت  در این بخش، 

 .شود یمارائه  با زمان همگرایی ثابتیافمه  حالت توسعه گر رویت

 :دیریرا در نظر بگ ریز لیفرانسیمعادله د

(11) 𝑥̇ = 𝑓(𝑥(𝑡)),   𝑥(0) = 0,   𝑓(𝑥(0)) = 0 

𝑥که  ∈ ℝ𝑛  و𝑓(𝑥) ∶  ℝ𝑛 → ℝ𝑛    تابع غیرخطی است. فتر  بتر

 ( است.11، نقطه تعادل )مبدأاین است که 

-نقطته تعتادل پایتدار زمتان     (11سیسم  ) مبدأ :[28] 1 فیتعر

پایدار لیاپتانو  استت و یت  تتابع زمتان       مبدأمحدود است؛ اگر 

𝑇نشست  ∶  ℝ𝑛 → ℝ+  ازای هتر   وجود دارد، به این صورت که بته

𝑥0 ∈ ℝ𝑛   پاستتتتتتت𝑥(𝑡, 𝑥0) (  رابطتتتتتتته11سیستتتتتتتم ) 

lim𝑡→𝑇(𝑥0) 𝑥(𝑡, 𝑥0) =  نماید. را ارضاء می 0

( نقطته تعتادل   11سیستم  )  مبدأشود  گفمه می :[28] 2 فیتعر

محدود فراگیتر بتا زمتان    -ثابت است؛ اگر پایدار زمان-پایدار زمان

است یا به عبارت دیگر ی  ثابت مثبتت   𝑇(𝑥0)همگرایی کراندار 

𝑇(𝑥0)طوری که  وجود دارد به 𝑇𝑚𝑎𝑥کراندار  < 𝑇𝑚𝑎𝑥. 

  :[29] 3 فیتعر

(12) 𝑥̇̃ = 𝑓(𝑥̃),    𝑥̃(0) = 𝑥̃0 

𝑥̃که  ∈ ℝ𝑛  و𝑓(𝑥̃)   شتود   . گفمته متی  1ی  تابع غیرخطتی استت

( نسبت به مقدار اولیه همگرای یکنواخت است؛ اگتر  12سیسم  )

𝑥̃0وجود دارد، بطوریکه برای همه  𝑟و  𝑇مقدار ثابت مثبت  ∈ ℝ𝑛 

tو  ≥ T  ناتساوی ‖𝑥̃(𝑡)‖ ≤ 𝑟 .برقرار است 

                                                                                       
 خطای تخمین است. 𝑥̃ در این تعری  1

 صتریح نشتان داد،   صتورت  بته  را 𝑇کران بتالای  بموان توضیح: اگر 

ثابتت بته مجموعته    -ن( همگترای زمتا  12سیسم  ) شود گفمه می

𝑊 2فشرد  = {𝑥̃(𝑡):  ‖𝑥̃(𝑡)‖ ≤ 𝑟,   𝑟 >  .است {0

𝑉تتتابع  :[30] 4 فی  تعر ∶  ℝ𝑛 → ℝ  هتتای  نستتبت بتته وزن

(𝑟1, … , 𝑟𝑛) ∈ ℝ𝑛
𝜆 همهاست؛ اگر برای  𝑑همگن درجه  0< > 0 

,𝑉(𝜆𝑟1𝑥1  تساوی … , 𝜆𝑟𝑛𝑥𝑛) = 𝜆𝑑𝑉(𝑥1, … , 𝑥𝑛) برقرار است. 

ی هتتا  وزننستتبت بتته   𝑔میتتدان بتترداری   :[30] 5 فی  تعر

(𝑟1, … , 𝑟𝑛) ∈ ℝ𝑛
استتت؛ اگتتر بتترای همتته   𝑑همگتتن درجتته  0<

1 < 𝑖 < 𝑛 جزء ،𝑖 ،اُم𝑔𝑖    تتابع همگتن درجته ،𝑟𝑖 + 𝑑    استت. بته

,𝑔𝑖(𝜆𝑟1𝑥1 تستتاوی عبتتارتی … , 𝜆𝑟𝑛𝑥𝑛) = 𝜆𝑟𝑖+𝑑𝑔𝑖(𝑥1, … , 𝑥𝑛)  

λبرای همه  >  .برقرار است 0

ب ا زم ان   یافت ه   توسعهحالت  گر رویت طراحی -5

 همگرایی ثابت

هتای   قطعیتت  دینامی  غیرخطی سیسم  تعلیت  و عتدم  به دلیل 

موجود در این مدل، همرا  با شترای  اولیته ممفتاوت، استمفاد  از     

گر قادر است وضتعیت   ثابت مناسب است. این رویت گر زمان رویت

طور پیوسمه تخمین زد  و در شرای  اولیته مخملت ،    سیسم  را به

بته    توجته  بتا . ستد در ی  زمان ثابت به سرعت به رفمار پایتدار بر 

و  ینینتامع  یدارا یهتا  ( جملته 7( و )6) فضای حالت های معادله

 و در نظر گرفمه شد  دیحالت جد یها ریعنوان ممغ به تیقطع عدم

 :آیند میدر ریصورت ز به یافمه توسعهحالت  های ریممغ جهیمدرن

(13) 𝚾𝟏 = [𝑥1𝑎 𝑥2𝑎 𝑥3𝑎]𝑇

𝚾𝟐 = [𝑥1𝑏 𝑥2𝑏 𝑥3𝑏]𝑇  

𝑥3𝑎که در آن  = 𝐹1 = 𝑓1  و𝑥3𝑏 = 𝐹2 = 𝑓2 + 𝑑1𝑥𝑟 باشتند.   می

های حالت جدید، مدل فضای حالت  بنابراین با اضافه شدن ممغیر

 یابند: صورت زیر بس  می به  ها زیرسیسم 

(14) {
Χ̇𝑖 = ΑΧ𝑖 + ΕΗ𝑖

𝑦𝑖 = 𝐶Χ𝑖              
     ,     (𝑖 = 1, 2) 

 که در آن

(15) Α = [
0 1 0
0 0 1
0 0 0

] , Ε = [
0
0
1

] , 𝐶 = [1 0 0]  

𝐻𝑖(𝑖=1,2)و  = 𝐹̇𝑖(𝑖=1,2)  توابعیکه  بود  ها عدم قطعیتنرخ تغییر 

 ولی کراندار هسمند. ،نامعلوم

 گر پیشنهادی طراحی رویت -1-5

بتا زمتان    افمته ی حالت توستعه  گرهای (، رویت14معادله ) بر اساس

 یطراحت  ریصورت ز به بیبه ترت ها سم یرسیز یبرا همگرایی ثابت

 :دنشو یم

(16) 

𝜉1̇𝑎 = 𝜉2𝑎 − 𝑘1𝜃|𝑒1𝑎|𝛼1𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑒1𝑎)

        −𝑘1(1 − 𝜃)|𝑒1𝑎|𝛽1𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑒1𝑎)
 

𝜉2̇𝑎 = 𝜉3𝑎 − 𝑘2𝜃|𝑒1𝑎|𝛼2𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑒1𝑎)

        −𝑘2(1 − 𝜃)|𝑒1𝑎|𝛽2𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑒1𝑎)
 

                                                                                       
2 Compact Set 
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𝜉3̇𝑎 = −𝑘3𝜃|𝑒1𝑎|𝛼3𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑒1𝑎)

−𝑘3(1 − 𝜃)|𝑒1𝑎|𝛽3𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑒1𝑎)
 

(17) 

𝜉1̇𝑏 = 𝜉2𝑏 − 𝑘1𝜃|𝑒1𝑏|𝛼1𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑒1𝑏)

        −𝑘1(1 − 𝜃)|𝑒1𝑏|𝛽1𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑒1𝑏)
 

𝜉2̇𝑏 = 𝜉3𝑏 − 𝑘2𝜃|𝑒1𝑏|𝛼2𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑒1𝑏)

        −𝑘2(1 − 𝜃)|𝑒1𝑏|𝛽2𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑒1𝑏)
 

𝜉3̇𝑏 = −𝑘3𝜃|𝑒1𝑏|𝛼3𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑒1𝑏)

−𝑘3(1 − 𝜃)|𝑒1𝑏|𝛽3𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑒1𝑏)
 

𝛇𝟏کتته در آن = [𝜉1𝑎 𝜉2𝑎 𝜉3𝑎]𝑇  و𝛇𝟐 = [𝜉1𝑏 𝜉2𝑏 𝜉3𝑏]𝑇 

به ترتیب بردارهتای تخمتین ممغیرهتای حالتت مربتوز بته زیتر        

𝑦1 همچنین  باشند. سیسم  اول و دوم می = 𝑥1𝑎 جرم  جایی جابه

𝑦2، گیری شد  انداز  معل  = 𝑥1𝑏  غیتر معلت   جترم   جتایی  جابته 

𝑒1𝑎بر همتین استاس   باشند.  می گیری شد  انداز  = 𝜉1𝑎 − 𝑦1  و

𝑒1𝑏 = 𝜉1𝑏 − 𝑦2   به ترتیب خطای تخمین برای زیر سیستم  اول

ی  تابع سوئیچین  بود   θتابع  در این ساخمار باشند. و دوم می

 د:زیر تعری  می شوصورت  بهو 

(18) 𝜃 = {
0,    if      |𝑒𝑖| > 0.1

1,    if      |𝑒𝑖| ≤ 0.1
       (𝑖 = a, b) 

𝛼𝑖رابطتتته  𝛼𝑖کتتته در آن نماهتتتای  = 𝑖𝛼 − (𝑖 − را بتتترآورد  (1

1)علت  بته بتاز     مم α سازند و می − 𝜇, 1)   بترایμ >
1

2
استت و   

𝛽𝑖رابطه  𝛽𝑖نماهای  = 𝑖𝛽 − (𝑖 −  β کته  ستازند  یرا برآورد مت  (1

1 ,1)مطعل  به باز   + 𝜇) و μ       ثتابمی مثبتت و بته انتداز  کتافی

  کوچ  است.

 یخطتا   یت نامید (،14( از  )17( و )16معتادلات )  کتردن  کت   با

 :آیند بدست می ریصورت ز به بیبه ترت ها سم یرسیز

(19) 

𝑒̇1𝑎 = 𝑒2𝑎 − 𝑘1𝜃|𝑒1𝑎|𝛼1𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑒1𝑎)

        −𝑘1(1 − 𝜃)|𝑒1𝑎|𝛽1𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑒1𝑎)
 

𝑒̇2𝑎 = 𝑒3𝑎 − 𝑘2𝜃|𝑒1𝑎|𝛼2𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑒1𝑎)

        −𝑘2(1 − 𝜃)|𝑒1𝑎|𝛽2𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑒1𝑎)
 

𝑒̇3𝑎 = −𝑘3𝜃|𝑒1𝑎|𝛼3𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑒1𝑎)          

−𝑘3(1 − 𝜃)|𝑒1𝑎|𝛽3𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑒1𝑎) − 𝐻1
 

(20) 

𝑒̇1𝑏 = 𝑒2𝑏 − 𝑘1𝜃|𝑒1𝑏|𝛼1𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑒1𝑏)

       −𝑘1(1 − 𝜃)|𝑒1𝑏|𝛽1𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑒1𝑏)
 

𝑒̇2𝑏 = 𝑒3𝑏 − 𝑘2𝜃|𝑒1𝑏|𝛼2𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑒1𝑏)

       −𝑘2(1 − 𝜃)|𝑒1𝑏|𝛽2𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑒1𝑏)
 

𝑒̇3𝑏 = −𝑘3𝜃|𝑒1𝑏|𝛼3𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑒1𝑏)          

−𝑘3(1 − 𝜃)|𝑒1𝑏|𝛽3𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑒1𝑏) − 𝐻2
 

بت دینامی  خطای ارائه ثا-در بخش بعدی به آنالیز پایداری زمان

 شود. ( پرداخمه می20( و )19شد  در )

 زمان نشست نیو تخم یداریاثبات پا -2-5

|𝑒1𝑎|گام اول: زمانی که  ≤ θو  0.1 = بتر  در این حالت  .است 1

زیتتر  بته شتکل  خطتتای تخمتین   ، دینامیت  (19معادلته )  استاس 

 آید: درمی

(21) 

𝑒̇1𝑎 = 𝑒2𝑎 − 𝑘1𝜃|𝑒1𝑎|𝛼1𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑒1𝑎) 

𝑒̇2𝑎 = 𝑒3𝑎 − 𝑘2𝜃|𝑒1𝑎|𝛼2𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑒1𝑎) 

𝑒̇3𝑎 = −𝑘3𝜃|𝑒1𝑎|𝛼3𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑒1𝑎) − 𝐻1 

αهمگتن درجته    (21)سیستم   ، 5تعریت    بته  باتوجته  − 1 < 0 

,𝑟1)هتای   نسبت بته وزن  𝑟2, 𝑟3)   و𝑟𝑖(𝑖=1,2,3) = 2 − 𝛼 + 𝑖(𝛼 −

𝑉1(𝑒)صتتورت  بتتهو مثبتت  معتتین  یتتابع استت. همچنتتین   (1 =

𝜓𝑇𝑃𝜓 ≥ 𝜓کتتتته در آن  ،[31] شتتتتود تعریتتتت  متتتتی  0 =

[𝑒1𝑎
1 𝑟1⁄ , 𝑒2𝑎

1 𝑟2⁄ , 𝑒3𝑎
1 𝑟3⁄ ]𝑇 .معادلته  ،4باتوجه به تعریت    است 

𝑉1(𝑒)  های  نسبت به وزن 2همگن درجه(𝑟1, 𝑟2, 𝑟3)  .طبت   است

تتابع  ( و 21با توجته بته درجته همگنتی سیستم  )     ، [32]مرجع 

 داری : منمخب لیاپانو 

(22) 𝑉̇1(𝜓) ≤ −𝑐𝑉1
(

𝑙+𝑚
𝑙

)
(𝜓)   ,   𝜓 ∈ ℝ𝑛 

ستم  و تتابع لیاپتانو     بمرتیب درجه همگنی سی 𝑙و  𝑚که در آن 

𝑐 منمخب هسمند و =
𝜆𝑚𝑖𝑛(𝑄)

2𝜆𝑚𝑎𝑥(𝑃)
 𝜆𝑚𝑎𝑥(𝑃)و  𝜆𝑚𝑖𝑛(𝑄)است که   

و حتداکثر مقتدار ویتژ       𝑄به ترتیب حداقل مقدار ویژ  متاتریس  

گیتری از   بتا انمگترال  ، زمان نشست نیتخم یبرااست.  𝑃ماتریس 

برای همگرایی خطای  موردنیاز 𝑇𝐹𝑇𝐸𝑆𝑂( زمان محدود 22معادله )

 آید: صورت زیر به دست می ردیابی به صفر به

(23) 
𝑇𝐹𝑇𝐸𝑆𝑂 ≤ ∫

−1

𝑐𝑉1
𝜌(𝛼)(𝜓)

𝑑𝑉1  
0

𝑉1(0)

= −
𝑉1

(1−𝜌(𝛼))

𝑐(1 − 𝜌(𝛼))
 

𝜌(𝛼) که در آن، =
1+𝛼

2
 است. 

|𝑒1𝑎|گام دوم: زمانی که  > θو  0.1 = بتر  در این حالت  .است 0

زیتتر  بته شتکل  خطتتای تخمتین   ، دینامیت  (19معادلته )  استاس 

 آید: درمی

(24) 

𝑒̇1𝑎 = 𝑒2𝑎 − 𝑘1|𝑒1𝑎|𝛽1𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑒1𝑎) 

𝑒̇2𝑎 = 𝑒3𝑎 − 𝑘2|𝑒1𝑎|𝛽2𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑒1𝑎) 

𝑒̇3𝑎 = −𝑘3|𝑒1𝑎|𝛽3𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑒1𝑎) − 𝐻1 

βهمگتن درجتته   (24)سیستتم  ، 5تعریت    بتته باتوجته  − 1 > 0 

,𝑠1)های  نسبت به وزن 𝑠2, 𝑠3)   و𝑠𝑖(𝑖=1,2,3) = (𝑖 − 1)𝛽 − (𝑖 −

𝑉2(𝑒)صتورت    بته و مثبتت  معتین   یتتابع است. همچنتین   (2 =

𝜙𝑇𝑃𝜙 ≥ 𝜙کتتتته در آن  ،[31] شتتتتود تعریتتتت  متتتتی  0 =

[𝑒1𝑎
(2𝛽−1) 𝑠1⁄ , 𝑒2𝑎

(2𝛽−1) 𝑠2⁄ , 𝑒3𝑎
(2𝛽−1) 𝑠3⁄ ]𝑇 باتوجته بته   . است

2𝛽)2درجته  همگتن   𝑉2(𝑒) معادلته  ،4  یت تعر − نستبت بته    (1

,𝑠1)های  وزن 𝑠2, 𝑠3)  و𝑠𝑖(𝑖=1,2,3) = (𝑖 − 1)𝛽 − (𝑖 −  است. (2

( و تتابع  24) سم یس یبا توجه به درجه همگن ،[30]طب  مرجع 

  : یدار اپانو یمنمخب ل

(25) 𝑉̇2(𝜙) ≤ −𝑐𝑉2
(
𝑙+𝑚

𝑙
)(𝜙)   ,   𝜙 ∈ ℝ𝑛 

لیاپتانو   بمرتیب درجه همگنی سیستم  و تتابع    𝑙و  𝑚که در آن 

 درنظرگترفمن بتا   زمتان نشستت،   نیتخمت  یبترا  هسمند.منمخب 

𝛶 = 𝑉2(𝜙)
𝑒=0.1

بته   𝑉2(𝜙)برای همگرایتی   موردنیاز 𝑇1زمان ، 

صورت زیر بته دستت    ( به25گیری از معادله ) ، با انمگرال𝛶مقدار 

 آید: می
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(26) 

𝑇1 ≤ ∫
−1

𝑐𝑉2
𝜌(𝛽)(𝜙)

𝑑𝑉2

Υ

𝑉2(0)

< ∫
−1

𝑐𝑉2
𝜌(𝛽)(𝜙)

𝑑𝑉2

Υ

∞

=
Υ(1−𝜌(𝛽))

𝑐(𝜌(𝛽) − 1)
 

𝜌(𝛽)، که در آن =
5𝛽−3

4𝛽−2
 𝑇2، زمتان  𝑇𝐹𝑇𝐸𝑆𝑂مشابه  است. سپس 

 آید: صورت زیر به دست می به

(27) 𝑇2 ≤ ∫
−1

𝑐𝑉1
𝜌(𝛼)(𝜙)

𝑑𝑉2 =
Υ(1−𝜌(𝛼))

𝑐(1 − 𝜌(𝛼))

0

Υ

 

از مقدار  𝑉2(𝜙)وردنیاز برای همگرایی م  𝑇𝐹𝑥𝑇𝐸𝑆𝑂درنهایت زمان 

 شود: انیاولیه به صفر می تواند به صورت زیر ب

(28) 𝑇𝐹𝑥𝑇𝐸𝑆𝑂 = 𝑇1 + 𝑇2 

مقتدار خطتای    𝑇𝐹𝑥𝑇𝐸𝑆𝑂به این معنی است که در بین زمتان  این 

های تخمین زد  شتد  بته    فر و مقدار حالتبه ص ها حالت تخمین

 شود. همگرا میهای سیسم   تلحا

گر پیشنهادی باید ماتریس  برای پایداری رویت، [30]طب  مرجع 

𝐴 گر  با فر  ضرایب رویت هورویمز باشد. بنابراین در این ساخمار

 به شکل

 (29) 𝑘1 =
3

𝜀
, 𝑘2 =

3

𝜀2 , 𝑘3 =
1

𝜀3 

، مقتادیر  استمثبت  با مقدار ی  پاراممر آزاد طراحی 𝜀که در آن 

𝜅به شکل  𝐴ویژ  ماتریس 
𝑖 (𝑖=1,2,3)

= −
1

𝜀
شتوند.   محاستبه متی   

 .استی  ماتریس هورویمز  𝐴بنابراین ماتریس 

 یافته حالت توسعه گر رویت یطراح -6

روش  عنوان بهرایج  یافمه توسعهگر حالت  در این پژوهش، از رویت

 گتر  رویت  یقسمت  نیدر ا، نی؛ بنابراشود ای اسمفاد  می مقایسه

پیشتنهادی ارائته    روشبرای مقایسته عملکترد    افمهی حالت توسعه

معادله دینامیکی  ،(14معادله ) به باتوجهاساس  بر همین؛ شود می

 شود: صورت زیر نوشمه می برای هر زیرسیسم  به گر رویت

(30) {
Ζ̇𝑖 = ΑΖ𝑖+ 𝐿𝑖(𝑦̂𝑖 − 𝑦𝑖)
𝑦̂𝑖 = 𝐶Ζ𝑖                           

  ,   (𝑖 = 1, 2) 

𝚭𝟏کتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتته در آن  = [𝑧1𝑎 𝑧2𝑎 𝑧3𝑎]𝑇  و

𝚭𝟐 = [𝑧1𝑏 𝑧2𝑏 𝑧3𝑏]𝑇 و بتتردار  گتتر رویتتتهتتای حالتتت  بتتردار

𝑳𝟏 = [𝛾1𝑎 𝛾2𝑎 𝛾3𝑎]𝑇  و𝑳𝟐 = [𝛾1𝑏 𝛾2𝑏 𝛾3𝑏]𝑇 

( از 14معادلته )  کتردن  کت  هسمند. بتا   گر رویت ضرایببردارهای 

( دینامیت  خطتای تخمتین بترای هتر زیتر سیستم         30معادله )

 شود: محاسبه میصورت زیر  به

(31) {

𝑧̇̃1𝑎 = 𝑧̃2𝑎 − 𝛾1𝑎𝑧̃1𝑎     

𝑧̇̃2𝑎 = 𝑧̃3𝑎 − 𝛾2𝑎𝑧̃1𝑎     

𝑧̇̃3𝑎 = −𝐻1𝑎 − 𝛾3𝑎𝑧̃1𝑎

 

(32) {

𝑧̇̃1𝑏 = 𝑧̃2𝑏 − 𝛾1𝑏 𝑧̃1𝑏     

𝑧̇̃2𝑏 = 𝑧̃3𝑏 − 𝛾2𝑏𝑧̃1𝑏    

𝑧̇̃3𝑏 = −𝐻1𝑏 − 𝛾3𝑏 𝑧̃1𝑏

 

𝑧̃1𝑎 همچنتتین در معتتادلات بتتالا = 𝑦̂1 − 𝑦1  و  𝑧̃1𝑏 = 𝑦̂2 − 𝑦2  

 است.

𝛾1𝑎صتورت   گتر بته   ضرایب مشاهد  اگر :1 هیقض = 𝛾1𝑏 = 3 𝛿⁄ ،

𝛾2𝑎 = 𝛾2𝑏 = 3 𝛿2⁄  و𝛾3𝑎 = 𝛾3𝑏 = 1 𝛿3⁄   انمختتاب شتتوند وδ 

 𝐻1𝑏و  𝐻1𝑎ی  پاراممر آزاد مثبت باشد، با فتر  کرانتدار بتودن    

 دینامی  خطای تخمین محدود خواهد بود.

توان به تخمین مناسبی  می εبا انمخاب مناسب پاراممر آزاد مثبت 

 𝐻1𝑏و  𝐻1𝑎. بتا فتر  محتدود بتودن     افتت ی دستت هتا   از نامعینی

 توانتد پایتداری ورودی   متی  εانمخاب مناسب پتاراممر آزاد مثبتت   

 محدود و خروجی محدود را تضمین کند.

 ارائه شد  است. [1]در مرجع  1اثبات قضیه  اثبات:

 و بحث جینتا -7

بتا   یشنهادیپ افمهی حالت توسعه گر تیپژوهش، عملکرد رو نیادر 

شد  و بتا   یابیارز یبه صورت تجرب ثابتدر زمان  ییهمگرا یژگیو

ابمتدا   ،یشتنهاد ی. در روش پگردد یم سهیمرسوم مقا یگرها تیرو

پتردازش شتد ،    گذر انیم لمریبا اسمفاد  از ف اولیهشماب  یها داد 

 لیتبد جایی جابه یها دوگانه به داد  یریگ انمگرال  یسپس از طر

 یاصتل  یهتا  یورود عنوان بهپردازش شد   یها داد  نی. اشوند یم

هتا   ها و نامعنی حالت زمان ه  نیعمل کرد  و امکان تخم گر تیرو

حاصتل   نیتخم جینما  ،یدق یاعمبارسنج یبرا .آورند یرا فراه  م

 یشد  توس  حستگرها  یریگ مرجع انداز  یها با داد  گر تیاز رو

انتد،   نصب شتد   یشگاهیآزما دسمگا  یکه بر رو جایی جابه  یدق

 ییدقت و کتارا  ینیع یابیامکان ارز کردیرو نی. اگردد یم سهیمقا

 دستمگا   .ستازد  یمت  راه فت  یعملت   یرا در شرا یشنهادیروش پ

فرستون   مت   زمیبتا مکتان    یتعل سم یس  یشد   ساخمه شیآزما

هتا   داد  ستاخمار  نیدر ا شد  است. داد  نشان 3است که در شکل 

هرتتز بترای حتذ      5/0ابمدا با ی  فیلمر بالاگذر با فرکانس قطع 

گذر بتا فرکتانس قطتع     بایاس حسگرها و سپس با ی  فیلمر پایین

انتد. در   هرتز برای کتاهش نویزهتای محیطتی پتردازش شتد       15

های شماب فیلمرشد ،  گیری دوگانه از داد  نهایت، با انجام انمگرال

انتد.   به دست آمتد   غیر معل جرم معل  و جرم  جایی جابهمقادیر 

 [26]این روش پتردازش ستیگنال بتر استاس مطالعتات پیشتین       

 یهتا  لازم به ذکتر استت کته پتاراممر     نیهمچن .است یافمه توسعه

و   یت تعل ستم  یس یاضت یمتدل ر  نیکاهش تطاب  ب یبرا سم یس

 [27]ارائه شد  در مرجع  یها قبلا  با اسمفاد  از روش ،یمدل واقع

ورودی جاد  اعمال  4در شکل  اند. شد  ییشناسا 1مطاب  جدول 

ارائته شتد     سیستم  جهتت تحریت     1-شد  به سیسم  در تست

 است.
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. دهتد  ارائه می جایی جابهنال ای بین سه نوع سیگ مقایسه 5شکل 

های  گیری داد  های حاصل از انمگرال شود که سیگنال مشاهد  می

گیتتری دارای  شتتماب فیلمرنشتتد  بتته دلیتتل خطاهتتای انتتداز     

هتا بته صتورت     های قابل توجهی هسمند. این ناپایتداری  ناپایداری

هتای   انحرا  از مقادیر واقعی و نوستانات غیرمنطقتی در ستیگنال   

گتذر بتا    شوند. در مقابل، اعمال فیلمتر میتان   آشکار می جایی جابه

پایدار  جایی جابههای  منجر به تولید سیگنال مناسبفرکانس قطع 

هتای   و قابل اعممادی شد  است که انطباق قابل قبولی با سیگنال

این نمتایج   .دارند جایی جابهگیری شد  توس  حسگر  مرجع انداز 

دهد که فرآینتد فیلمراستیون مناستب قبتل از      وضو  نشان می به

هتتای  گیتتری، نقتتش حیتتاتی در بهبتتود کیفیتتت ستتیگنال انمگتترال

های مناستبی بترای    تواند داد  جایی اسمخراج شد  دارد و می جابه

 گر فراه  کند.  رویتاسمفاد  در الگوریم  

علت   جایی جرم م جابههای  باشد که داد  این نکمه لازم به ذکر می

بتا استمفاد  از حستگرهای    و بته طتور مستمقی      ی کته و غیرمعلق

منظتور اعمبارستنجی    اند، تنها بته  گیری شد  کش اهمی انداز  خ 

اند و در واقع در  دقت الگوریم  پیشنهادی مورداسمفاد  قرار گرفمه

انتد. ایتن رویکترد بته      ساخمار اصلی الگوریم  تخمین به کار نرفمه

ن حسگرهای دقیقی در شرای  عملی دلیل عدم دسمرسی به چنی

 .های واقعی اتخاذ شد  است و محی 

 پاراممرهای شناسایی شد  مدل طراحی (:1جدول )

 واحد مقدار پارامتر

 Kg 290 جرم معل 

 Kg 59 جرم غیر معل 

 N/m 12394 یرخطیغثابت فنر 

 N/m2 -73696 یرخطیغثابت فنر 

 N/m3 3170400 ثابت فنر غیرخطی

 N.s/m 1000 میراگر غیرخطیثابت 

 N.s2/m2 500 ثابت میراگر غیرخطی

 N/m 190000 ضریب فنر تایر

 
 چهارم خودرو ی  سیسم  تعلی  ساخمار آزمایشگاهی مدل :(3)شکل 

 
 .1-ورودی جاد  اعمال شد  به سیسم  در تست :(4)شکل 

گیتری   های انداز  سازی شد  و حالت های شبیه ، حالت6در شکل 

شد  سیسم  توس  حسگرها، نمایش داد  شد  است. لازم به ذکر 

ستاز بتا    های ارائه شتد  توست  متدل شتبیه     باشد که خروجی می

از ( و استتمفاد  10) تتتا( 1ستتازی معتتادلات )  استتمفاد  از شتتبیه 

همچنین ورودی جتاد    اسمخراج شد  است. 1پاراممرهای جدول 

ستاز نیتز    ( به عنوان ورودی به متدل شتبیه  4ارائه شد  در شکل )

توان به اخملا  بین متدل   ، می6براساس شکل  اعمال شد  است.

باشتد   ساز و سیسم  واقعی پی برد. این نکمه لازم به ذکر می شبیه

  بترای سیستم  تعلیت  شتامل     که مدل اولیه اسمفاد  ارائته شتد  

نشتد  و تغییترات    های مخملفی از جملته دینامیت  متدل    نامعینی

پتتاراممری استتت کتته موجتتب اختتملا  بتتین خروجتتی تستتت و   

گتر   سازی شد  است. بنتابراین در ایتن مقالته از یت  رویتت      شبیه

هتای   های و نامعینی قطعیت اغمشاش زمان ثابت برای تخمین عدم

گیتری   های انداز  با اسمفاد  از خروجیمدل اسمفاد  شد  است تا 

از سیسم  واقعی به طور همزمان به تخمتین ممغیرهتای حالتت و    

 . های سیسم  بپردازد قطعیت عدم

 گر پیشنهادی تنظیم پارامترهای آزاد رویت -1-7

گر در محی  تست پرداخمه  در ادامه به ارائه نمایج حاصل از رویت

گتر   ظی  پاراممرهای آزاد رویتشود. بر همین اساس ابمدا به تن می

در  εشتود. بته منظتور بررستی اثترات پتاراممر آزاد        پرداخمه متی 
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گتر حالتت    هتا توست  مشتاهد      حالتت  نیتخمت  یخطتا گر،  رویت

نشتان داد    7ممفتاوت در شتکل    εازای سه مقتدار   ی بهشنهادیپ

، نمایج مقایسته ریشته میتانگین    2شد  است. همچنین در جدول 

 ازای این سه مقدار ارائه شد  است. تخمین بهمربعات خطاهای 

  
 ال ()

  
 ب()

، ال ( جرم 1-جایی در تست های جابه مقایسه سیگنال (:5شکل )

 معل ، ب( جرم غیر معل .

ازای مقادیر  ریشه میانگین مربعات خطای تخمین به (:2جدول )

 .1-در تست εمخمل  

خطای  𝛆پارامتر 

ε تخمین = 0.020 ε = 0.01 ε = 0.007 
1.96 𝑒 − 4 5.47 𝑒 − 5 1.25 𝑒 − 4 𝑒1𝑎 (𝑚) 

0.034 0.015 0.03 𝑒2𝑎 (𝑚
𝑠⁄ ) 

2.86 𝑒 − 4 6.9 𝑒 − 5 1.29 𝑒 − 4 𝑒1𝑏  (𝑚) 

0.049 0.021 0.031 𝑒2𝑏  (𝑚
𝑠⁄ ) 

هتای   توان دریافت کته بتا کتاهش ضتریب     ها می با مشاهد  نمیجه

گتر سترعت همگرایتی کتاهش و بتا افتزایش آن سترعت         مشاهد 

های  یابد. از طرفی کاهش بیش از حد ضریب همگرایی افزایش می

تخمین باعث تقویت نتویز و در نمیجته افتزایش خطتای تخمتین      

گر  ، رویتεدر حقیقت با کاهش بیش از حد پاراممر آزاد شود.  می

حستاس   گیتری  هتای انتداز    داد تغییرات کوچت  در  به شدت به 

شتتامل نتتویز  گیتتری هتتای انتتداز  از آنجتتایی کتته داد گردنتتد.  متتی

شود که نویزهای ناخواستمه   د، این حساسیت بالا باعث مینباش می

تتوجهی تقویتت   ، بته طتور قابتل    گیتری  های انداز  داد موجود در 

طور پیوسمه تلاش  های خیلی بالا، سیسم  به ویژ  در بهر  شوند. به

هتای   شد  را کاهش دهد، اما این تتلاش  کند تا خطای تخمین می

تواند منجر به تقویت نویزهای با فرکتانس بتالا و ایجتاد     مداوم می

طتور   نوسانات شود. همچنین، در این شرای ، ممکن است نویز بته 

رلی بزرگ شود، که به کاهش دقت تخمین و عملکترد  کنم غیرقابل

بستیار   مقتادیر نامطلوب سیسم  منجر خواهد شد. در نمیجته، در  

یابتد بلکته    تنها دقت تخمین کاهش متی  ، نهεکوچ  پاراممر آزاد 

گتر   شتود و باعتث آستیب بته عملکترد رویتت       نویز نیز تقویت می

εبنابراین مقدار  .گردد می = استب بترای   عنوان مقدار من به 0.01

 شود.  های تخمین در نظر گرفمه می ضریب

  
 ال ()

  
 ب()

 
 (ج) 
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 (د)

، 1-در تست سازی شد  و شبیه شد  یریگ انداز  یها حالت :(6) شکل

جایی جرم  ه( جابججایی جرم معل ، ب( سرعت جرم معل ،  هال ( جاب

 .غیر معل ( سرعت جرم د ،غیر معل 

  
 ال ()

 
 ب()

  
 ج()

  
 د()

ازای ضرایب  مقایسه خطای تخمین روش پیشنهادی به :(7)شکل 

جرم معل ، ب( سرعت  جایی جابه، ال ( 1-در تست گر ممفاوت مشاهد 

 .غیرمعل ( سرعت جرم د، غیرمعل جرم  جایی جابه( ججرم معل ، 

εازای  در ادامه، به =   βو  α، هد  تتاثیر انمختاب پاراممرهتای    0.01

αگر پیشنهادی است. بر همین اساس با انمختاب   در رویت = 1 − μ 

βو  = 1 + μازای سه مقدار مخمل  از  گر به ، نمایج رویتμ  در شکل

شود. همچنین مقایسه ریشته میتانگین مربعتات خطاهتای      ارائه می 8

ارائه شتد  استت. بتا     3در جدول  μازای سه مقدار مخمل   تخمین به

μیافت که انمختاب  توان در بررسی این نمایج می = ، باتوجته بته   0.01

تتر   ترین انمخاب باشد. زیرا انمخاب ک  تواند مناسب خطای تخمین، می

این مقادیر تاثیر قابل توجهی بر روی خطای تخمین ندارند و انمختاب  

 شود. تر این مقادیر باعث افزایش خطای تخمین میبیش

مقادیر  ازای بهریشه میانگین مربعات خطای تخمین  :(3)جدول 

 .1-در تست μمخمل  

خطای  𝛆پارامتر 

μ تخمین = 0.1 μ = 0.01 μ = 0.001 
5.78 𝑒 − 4 5.47 𝑒 − 5 5.7 𝑒 − 5 𝑒1𝑎 (𝑚) 

0.21 0.015 0.016 𝑒2𝑎 (𝑚
𝑠⁄ ) 

5.78 𝑒 − 4 6.9 𝑒 − 5 7.77 𝑒 − 5 𝑒1𝑏 (𝑚) 

0.22 0.021 0.023 𝑒2𝑏  (𝑚
𝑠⁄ ) 

گر پیشنهادی در شرایط  بررسی عملکرد رویت -2-7

 اولیه مختلف

های سیسم  را تحت شرای  اولیته   عملکرد تخمین حالت 9شکل 

دهنتد کته    وضو  نشتان متی   گذارد. نمایج به مخمل  به نمایش می

گر پیشنهادی از ویژگی مقاومت در برابتر تغییترات شترای      رویت

اولیه برخوردار است. تحلیل این نمودارها حتاکی از آن استت کته    

تخمتین در یت     بدون توجه به نقطه شروع اولیه سیسم ، خطای

باز  زمانی ثابت و از پیش تعیتین شتد  بته ستمت مبتدا همگترا       

، کتارایی الگتوریم    بینتی  پتیش  قابتل شود. این رفمتار پایتدار و    می

 .کند پیشنهادی را در شرای  عملی مخمل  تأیید می

 یتجربت صتورت نظتری و    به یشنهادیپ گر تیدر ادامه، عملکرد رو

آن در  جیقترار گرفمته و نمتا    یمورد بررست برای شرای  اولیه سوم 

 یپاراممرهتا  ریمقتاد  ن،یارائه شتد  استت. همچنت    10 قالب شکل

ε شامل گر، تیرو یطراح = μو  0.01 = در نظتر گرفمته   ، 0.01

که  دهد ینشان م یتجرب یها و داد  یساز هیشب جینما سهیشد. مقا

ه  در شرای  عملی و ه  در شترای  نظتری    یشنهادیپ گر تیرو

 دهد. را از خود ارائه میعملکرد مناسبی 

 گر پیشنهادی مقایسه عملکردی رویت -3-7

منظتور نمتایش استمقلال روش پیشتنهادی از ورودی جتاد  و       به

گتتر حالتتت  همچنتتین مقایستته روش پیشتتنهادی بتتا یتت  رویتتت 

استت، ورودی جتاد     ارائه شد  [1]یافمه رایج که در مرجع  توسعه

 گیرد. مورداسمفاد  قرار می 11ارائه شد  در شکل 

ها بین روش پیشتنهادی و   مقایسه خطای تخمین حالت 12شکل 

دهد. هتر دو   را نمایش می [1]یافمه مرسوم  گر حالت توسعه رویت

انتد. در ایتن    روش با شرای  یکسان اولیه مورد ارزیابی قرار گرفمته 

مطاب  با پیشنهاد مرجع  ،گر مرجع رویت δ مقایسه، پاراممر تنظی 
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 تترین  عنوان بهینه در نظر گرفمه شد  است که به 01/0مقدار  [1]

هتای معلت  و غیتر     جایی و سرعت جترم  مقدار برای تخمین جابه

همچنین مقایسه ریشه میتانگین مربعتات    .شود معل  شناخمه می

گتتر حالتتت  خطاهتتای تخمتتین بتتین روش پیشتتنهادی و رویتتت  

 ارائه شد  است. 4یافمه رایج در جدول  توسعه

 
 )ال (

 
 )ب(

 
 )ج(

 

 )د(

 مقادیر یازا به یشنهادیروش پ نیتخم یخطا سهیمقا :(8) شکل

جرم معل ، ب( سرعت جرم  جایی جابه، ال ( 1-در تست 𝜇 ممفاوت

 .غیر معل ( سرعت جرم د، غیر معل جرم  جایی جابه( جمعل ، 

 
 ال ()

 
 ب()

 
 ج()

 
 د()
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ازای شرز اولیه  مقایسه خطای تخمین روش پیشنهادی به: (9)شکل 

جرم معل ، ب( سرعت جرم معل ،  جایی جابه، ال ( 1-در تست ممفاوت

 .غیر معل ( سرعت جرم د، غیر معل جرم  جایی جابه( ج

 
 )ال (

 
 )ب(

 
 )ج(

 
 )د(

 هیشرز اول یازا به یشنهادیروش پ نیتخم یخطا سهیمقا :(10)شکل 

جرم  ییجا ، ال ( جابه1-در تست و تجربی نظریدر حالت  ممفاوت

د( سرعت  ،غیر معل جرم  ییجا معل ، ب( سرعت جرم معل ، ج( جابه

 .غیر معل جرم 

 
 .2-ورودی جاد  اعمال شد  به سیسم  در تست :(11)شکل 

 
 )ال (

 
 )ب(

 
 )ج(
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 )د(

گر حالت  و رویت یشنهادیروش پ نیتخم یخطا سهیمقا :(12) شکل

جرم معل ، ب( سرعت جرم  جایی جابه، ال ( 2-یافمه در تست توسعه

 .غیر معل ( سرعت جرم د، معل  غیرجرم  جایی جابه( جمعل ، 

بتته وضتتو   4و جتتدول  12نمتتایج تجربتتی ارائتته شتتد  در شتتکل 

گتر حالتت    های الگتوریم  پیشتنهادی را نستبت بته رویتت      برتری

دهد. تحلیل این نمایج بیانگر چندین  یافمه مرسوم نشان می توسعه

 :مزیت کلیدی روش پیشنهادی است

 :کارایی تخمین بهبودیافته  -1

  های سیسم  خطای تخمین در تمامی حالت توجه قابلکاهش 

  و سرعت هر دو جرم جایی جابه زمان ه دقت بالاتر در تخمین 

 :های همگرایی مطلوب ویژگی -2

  بینی پیش قابلهمگرایی در باز  زمانی ثابت و 

  عملکرد مسمقل از شرای  اولیه سیسم 

  در سناریوهای مخمل  عملیاتی نانیاطم قابلپایداری 

 :مزایای عملیاتی -3

 های مدل مقاومت بهمر در برابر عدم قطعیت 

 عملکرد پایدار در مواجهه با اغمشاشات خارجی 

 قابلیت اعمماد بالا در شرای  واقعی 

های تعلیت  ختودرو    در کاربردهای عملی سیسم  ژ یو بهها  این ویژگی

هتای مخملت  مواجته هستمند، حتائز       که با شرای  ممغیتر و نتامعینی  

 تنهتا  نهدهد که روش پیشنهادی  . نمایج نشان میاستای  اهمیت ویژ 

از دقت تخمین بالاتری برختوردار استت، بلکته از قابلیتت اطمینتان و      

 .برد بهر  می پایداری مطلوبی نیز در شرای  عملی مخمل 

گتر   نمایج مقایسه ورودی جاد  بتین رویتت   13در نهایت در شکل 

 بر اساسیافمه ارائه شد  است.  گر حالت توسعه پیشنهادی و رویت

هر دو الگوریم  از عملکرد مطلتوبی در تخمتین ورودی    13شکل 

 جاد  برخوردار هسمند.

 
 )ال (

 
 )ب(

بین روش پیشنهادی مقایسه خطای تخمین ورودی جاد  : (13)شکل 

گر حالت  ، ال ( رویت2-یافمه رایج در تست گر حالت توسعه و رویت

 یافمه مرسوم گر حالت توسعه یافمه پیشنهادی، ب( رویت توسعه

 .2-مقایسه ریشه میانگین مربعات خطای تخمین بین تست (:4جدول )

خطای  روش تخمین

 پیشنهادی یافمه رایج گر حالت توسعه رویت تخمین

3.2 𝑒 − 5 2.4 𝑒 − 5 𝑒1𝑎 (𝑚) 

0.01 0.005 𝑒2𝑎 (𝑚
𝑠⁄ ) 

7.1 𝑒 − 5 5.5  𝑒 − 5 𝑒1𝑏  (𝑚) 

0.022 0.019 𝑒2𝑏  (𝑚
𝑠⁄ ) 

 فهرست علائم -8

  ها زیرنویس
a زیرسیسم  اول 
b زیرسیسم  دوم 

  بالانویس
T  ترانهاد 

  ها متغیر

ξ  ثابت -تخمین حالت زمان 
𝑒  ثابت -خطای تخمین حالت زمان 
𝑧 یافمه تخمین حالت توسعه 
𝑧̃ یافمه خطای تخمین حالت توسعه 

𝑥𝑖𝑎  ممغیرهای حالت جرم معل 
𝑥𝑖𝑏  غیر معل ممغیرهای حالت جرم 

 گیری کلی نتیجه -9

گتر حالتت    سازی عملی ی  رویتت  به طراحی و پیاد در این مقاله 

یافمه با زمان همگرایی ثابت بترای سیستم  تعلیت  ختودرو      توسعه

 ی  نمونهاز برای ارزیابی عملکرد روش پیشنهادی، پرداخمه شد. 

 ختودرو  چهتارم  بر اساس مدل یت   آزمایشگاهی از سیسم  تعلی 

از طریت    زموردنیتا هتای   هتا، داد   شتد. در ایتن آزمتایش    اسمفاد 

 غیتر معلت   شتد  بتر روی جترم معلت  و      هتای نصتب   ستنج  شماب

صرفا  بترای   جایی جابهآوری گردید، در حالی که حسگرهای  جمع

گتر پیشتنهادی بتا     رویتت  .اعمبارسنجی نمایج به کار گرفمه شدند



 51                                                    و همکارانالوار  قدم ثابت احمد؛ عملی رویکرد یک: خودرو تعلیق سیستم در جاده ورودی و ها قطعیت عدم ثابت-زمان تخمین

 

 3 107544( 1400) 163مکانیک هوافضا                             زاده و همکاران  محمدهادی حسین

کند: ابمدا بختش   ترکیب هوشمندانه دو مکانیزم همگرایی کار می

ای فشترد  در   را به محدود همگرای یکنواخت، خطاهای سیسم  

، ثابت کند و سپس بخش همگرای زمان مجاورت مبدأ هدایت می

نماید. ایتن   ای از پیش تعیین شد  تأمین می دقت نهایی را در باز 

های مممازی دست یابد کته   معماری نوین توانسمه است به ویژگی

و ورودی ناشتناخمه   هتا  توان به تخمین دقی  نامعینی از جمله می

اشتار  کترد. نکمته حتائز اهمیتت، استمقلال       ثابتت     در زمانجاد

عملکرد این روش از شرای  اولیه سیستم  استت کته آن را بترای     

نمتایج تجربتی    .کاربردهای عملتی بستیار مناستب ستاخمه استت     

دهنتد. در مقایسته بتا     های این روش را نشان متی  وضو  برتری به

ندن خطتای  در رستا  تنها نهگرهای مرسوم، روش پیشنهادی  رویت

 ثابتت -زمتان تر عمل کترد ، بلکته خاصتیت     ف تخمین به صفر مو

بودن را نیز به خوبی محق  ساخمه است. همچنین مقاومت بالای 

این روش در برابر تغییرات خطای اولیه، قابلیتت اطمینتان آن در   

نتار امکتان   هتا در ک  کنتد. ایتن ویژگتی    شرای  واقعی را تأیید متی 

هتای   تخمتین، مزیتت   همگرایتی  انزمبالای محاسبه نظری کران 

 .این روش به همرا  دارد عملیقابل توجهی برای کاربردهای 
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