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 Employing the three-layer 

sandwich beam theory to derive 

the governing equations of the 

structure. 

 Utilizing the Kelvin-Voigt model 

to represent the viscoelastic core. 

 Investigating the effects of 

carbon nanotube (CNT) volume 

fraction on the system's natural 

frequency and damping 

coefficient. 
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In this research, the free vibrations of a sandwich beam with a viscoelastic core and 

carbon nanotube-reinforced polymer face sheets, under simply supported boundary 

conditions and using the three-layer sandwich beam theory, have been investigated. 

Given the fundamental application of sandwich structures with viscoelastic cores in 

critical industries such as military and aerospace, they are of significant importance 

for vibration reduction and noise control. The Kelvin-Voigt model has been used to 

model the viscoelastic core, and using the aforementioned theory and Hamilton's 

principle, the governing equations of the sandwich structure are derived. The 

obtained equations are in the form of partial differential equations, and to solve these 

equations of motion, the analytical Navier method in the spatial domain has been 

employed. To ensure the validity and accuracy of the numerical results, a 

comparative approach with reputable published articles has been presented. Finally, 

the effects of various material and geometric parameters on the natural frequency of 

the system have been examined. The results indicate that as the structural loss factor 

increases, the damping of the sandwich beam also increases, consequently reducing 
the natural frequency of the system. 
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 یهاا  هیا و رو کیسکوالاسات یبا هسته و یچیساندو ریپژوهش، ارتعاشات آزاد ت نیدر ا

 یریا گ ساده و با بهره گاه هیتک طیتحت شرا ،یکربن یها با نانولوله شده تیتقو یمریپل

قرار گرفته است. با توجه باه کااربرد    یمورد بررس یچیساندو ریت یا هیلا سه یاز تئور

چاون   هام  یمهما  عیدر صانا  کیسکوالاسات یبا هساته و  یچیساندو یها سازه یاساس

 ییبسازا  تیا از اهم زیمنظور کاهش ارتعاشات و کنترل ناو  و هوافضا، به ینظام عیصنا

 تیا و-نیاز مادل کلاو   کیسکوالاسات یهساته و  یسااز  مدل ی. براباشند یبرخوردار م

 تمعادلا لتونیشده و اصل هم ادی یبا استفاده از تئور نیچن استفاده شده است و هم

دست آمده به صاورت معاادلات    . معادلات بهدیآ یدست م به یچیحاکم بر سازه ساندو

 ¬معاادلات حرکات، از روش   نیحل ا یکه برا باشند یم یبا مشتقات جزئ لیفرانسید

 جیمنظاور صاحت و دقات نتاا     مکان استفاده شده اسات. باه   ی در حوزه ریناو یلتحلی

با مقالات معتبر ارائه شده است. در انتها  یا سهیمقا کردیرو کیدست آمده،  به یعدد

 ساتم یس یعا یفرکاانس طب  یبار رو  یو هندسا  یمختلف ماد یاثر پارامترها یبررس

اتلاف سازه، اساتهلا    بیضر شیکه با افزا دهند ینشان م جیپرداخته شده است. نتا

کااهش    ساتم یس یعا یفرکانس طب جهیدر نت کند، یم دایپ شیافزا زین یچیساندو ریت

 .کند یم دایپ

 ها: لید واژهک

 یچیساندو ریت

 کیسکوالاستیو هسته

  تینانوکامپوز

 یچیساندو ریت هیسه لا یتئور

 تیو-نیکلو مدل
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 مقدمه -1

کاربردهای گسترده  لیبه دلهای ساندویچی  رفتار دینامیکی سازه

خاودرو توجاه    و  های دریایی، فضایی، هوایی، شهری آن در زمینه

 های ساندویچی یک قابل توجهی را به خود جلب کرده است. پنل

 کششای،  باار  باالای  تحمال  ظرفیات  باا  مرکاب  و سبک ساختار

نسابت سافتی و   باشاد کاه دارای    مای  و پیچشی خمشی فشاری،

 شده رویه محدود دو به طرف دو از که استحکام به وزن بالا است

تارین   . مهام ]1[است  گرفته قرار هسته نام به لایه یک وسط در و

باشد که بایساتی   های ساندویچی، هسته این مواد می قسمت سازه

هاای سااندویچی    دارای چگالی کم باشد، به همین امر هسته پانل

هاای پلیماری    های بالسا و فاوم  لانه زنبوری، چوباز مواد  معمولاً

شاود و از   الاستومری یا همان مواد ویسکوالاساتیک سااخته مای   

هاای   ها از موادی با استحکام بالا مانند چند لایاه  طرف دیگر رویه

هاای   های تقویت شده با نانولولاه  کامپوزیتی، فلزات و یا کامپوزیت

 .]2[شوند  کربنی ساخته می

هاای   چند لایه بر اساس تئاوری  یآزاد تیرهای کامپوزیت اتارتعاش

و یانا    مورد مطالعاه قارار گرفات.    ]3[، توسط ردی تیرمختلف 

را  (1FGM)هدفمناد   تیرهای باریاک  ارتعاشات آزاد ]4[همکاران 

از مدل فنر چرخشی بارای در  مورد بررسی و تحقیق قرار دادند و 

هاای لباه بااز     تار  پذیری مقطعای ناشای از    نظر گرفتن انعطاف

های مخروطی ساندویچی با  رتعاشات آزاد پوستها  ند.استفاده کرد

روش نیمااه تحلیلاای  بااا اسااتفاده ازهسااته مشاابک کااامپوزیتی 

مااورد  ]5[توساط رهنماا و همکااران     گاالرکین و الماان محادود   

های ارتعاش  ویژگی ]6[سیمسک و کوچاتر  مطالعه قرار گرفت. 

، با تکیاه گااه سااده را کاه     FGMتیر  آزاد و انحرافات گذرای یک

هارمونیک متحر  متمرکز قرار دارد را با استفاده از  تحت یک بار

برناولی ماورد   -تیر اویلار  تئوریروش معادله لاگرانژ، در چارچوب 

های ساندویچی لانه  سازه مطالعه قرار دادند. تحلیل ارتعاشات آزاد

 ]7[ ارانزنبوری با شرایط مرزی مختلاف توساط صافایی و همکا    

ی طبیعی ها و عوامل اصلی مؤثر بر فرکانس مورد بررسی واقع شد

هاای طبیعای تیار     فرکاانس مورد تجزیه و  تحلیال قارار گرفات.    

های متخلخل مدرج تابعی و هسته آلومینیاومی   ساندویچی با رویه

شده با صفحات گرافن باا اساتفاده از تئاوری جدیاد شابه       تقویت

ماورد   ]8[ بلخوجا و همکااران  توسط تغییر شکل برشی بعدی سه

 ]9[دوسااتدار یوساافزاده و  تجزیااه و تحلیاال قاارار گرفتااه شااد. 

لایاه محار    ارتعاشات آزاد تیر تیموشنکو مخروطی چرخاان باا   

به این نتیجه رسیدند که را مود بررسی قرار دادند و  پیزوالکتریک

 .یابد فرکانس طبیعی افزایش می ،ای تیر ا افزایش سرعت زاویهب

دو فااز تشاکیل    از ی مشمول ماواد ناانو  ها کامپوزیتبه طور کلی 

از تواناد  است که می کامپوزیت زمینه یا ماتریس فاز اولاند،  شده

هاایی در   کننده از دوم، تقویتف ؛جنس پلیمر، فلز یا سرامیک باشد

                                                                                       
1 Functionally Graded Material 

منظور افزایش استحکام، مقاومت و سایر  مقیاس نانو هستند که به

 و همکااران  یک .]10[د شون اول افزوده میخواص مکانیکی به فاز 

هدفمناد  هاای نانوکامپوزیات   تیر آزاد غیرخطای  اتارتعاشا  ]11[

های کربنی تاک جاداره در چاارچوب     تقویت شده توسط نانولوله

کرنش نوع فون کارمان را -تیموشنکو و رابطه جابجایی تیر تئوری

هاای کربنای بار رفتاار      ند. بررسی تأثیرات تراکم نانولولهارائه کرد

ابراهیمی فرکانس طبیعی صفحات نانوکامپوزیت هیبریدی توسط 

تحلیااال ارتعاشاااات آزاد ورق . بررسااای شاااد ]12[و همکااااران 

هاای نانوکاامپوزیتی    پذیر و رویاه  ساندویچی با یک هسته انعطاف

ی قارار گرفتاه   مدرج تابعی که بر روی بستر الاستیک دو پاارامتر 

مورد بررسی  ]13[شده بود، توسط مرادی دستجردی و همکاران 

ارتعاشات آزاد و اجباری تیار   ]14[بیگلری و همکاران  قرار گرفت.

های پلیمری تقویت شاده باا   ساندویچی با هسته متخلخل و رویه

بعادی تغییار    ساه   تئوری شبهبا استفاده از  را های کربنی نانو لوله

و به این نتیجه رسایدند کاه    بررسی کردند تحلیل و ،شکل برشی

بعادی تغییار شاکل     فرکانس طبیعی سازه توسط تئوری شبه سه

 ها است.  تر از بقیه تئوری برشی کم

زماان   هام  مواد ویسکوالاستیک دارای ویژگی الاساتیک و ویساکوز  

هایی بین باشند. این مواد در برابر نیروهای خارجی، واکنشباهم می

دهند. کارنش   واد الاستیک و سیال ویسکوز از خود نشان میرفتار م

که تحت بارگاذاری   ای بوده و هنگامی صورت لحظه مواد الاستیک به

شوند، بعد از برداشتن بار باه حالات اولیاه خاود بااز       قرار گرفته می

گردند. در مقابل آن، مواد لزج در مقابل جریاان برشای از خاود      می

هنگام بارگذاری به ایان ماواد، کارنش     دهند و در مقاومت نشان می

کناد؛ در نتیجاه، ماواد ویسکوالاساتیک     ها با زمان تغییر پیدا می آن

هاا باه زماان وابساته      ترکیبی از خواص بالا را دارا بوده و کرنش آن

. در این زمینه تحقیقات زیادی توسط محققاان مختلاف   ]15[ است

 شود. میها پرداخته  بررسی شده است که در ادامه به آن

ی ویسکوالاسااتیک رفتااار دینااامیکی تیاار ساااندویچی بااا هسااته

های دیناامیکی توساط حاماد و     پذیر تحت انواع بارگذاری انعطاف

ی بارای محاسابه  هاا   مورد بررسی قارار گرفات. آن   ]16[برونویچ 

ویات  -نی ویسکوالاستیک از دو مدل کلویروابط ساختاری هسته

گرفتناد. تحلیال دیناامیکی    صاورت جداگاناه بهاره     و ماکسول به

 2PVC ی ویسکوالاساتیک  هساته  باا   FRPهاای سااندویچی   ورقه

ماورد بررسای و تجزیاه قارار گرفات.       ]17[توسط مونیر و شنوی 

هاا باا اساتفاده از تئاوری     معادلات حرکت ارتعاشی حاکم بر ورقه

هاا باا    تغییر شکل برشی مرتبه بالای ردی حاصل شده اسات، آن 

ویسکوالاسااتیک در شاارایط پایااا -کالاسااتیگیااری از اصاال بهاره 

هااای طبیعاای و ضاارایب اتاالاف باارای ورق  توانسااتند فرکااانس

، بااه تحلیاال ]18[سااندویچی را محاساابه کننااد. ون و همکااران   

دینامیکی تیر ساندویچی سه لایه با هسته ویسکوالاستیک تحات  

بارگذاری دینامیکی خاارجی باا اساتفاده از روش الماان محادود      

                                                                                       
2 Polyvinyl Chloride  
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هاای ماواد    ارتعاشات اجباری تیر سااندویچی باا رویاه    پرداختند.

 ]19[متخلخل و هسته ویسکوالاستیک توسط تفرشی و همکاران 

ساازی هساته    بارای مادل   GHM3مورد مطالعه واقاع شاد؛ روش   

برناولی و   -ویسکوالاستیک بکار گرفته شد و از تئاوری تیار اویلار   

 د.اصل همیلتون برای استخراج معادلات حااکم بهاره گرفتاه شا    

رفتااار ارتعاشااات آزاد و اجباااری تیاار  ]20[تیمااوری و همکاااران 

ویت و وابسته باه  -ویسکوالاستیک را با استفاده از دو روش کلوین

فرکانس، را مورد بحا  و مطالعاه قارار دادناد و باه ایان نتیجاه        

روش وابساته باه فرکاانس دارای کااهش لگااریتمی      رسیدند که 

 دارد. ویت -تری نسبت به روش کلوین کم

ساااندویچی شااامل هسااته  تیااردر ایاان پااژوهش، ارتعاشااات آزاد 

های کربنی مورد  شده با نانولوله های تقویت ویسکوالاستیک و رویه

گیاری از تئاوری    باا بهاره   تیرسازی  بررسی قرار گرفته است. مدل

هاا   که برای رویاه  طوری لایه تیر ساندویچی انجام شده است؛ به سه

از تئوری تیموشنکو و برای هسته از تئوری مرتبه بالای فراستی  

استفاده شده است. این ترکیب تئوریک، در کنار استفاده از مادل  

 ویت برای رفتار ویسکوالاستیک هسته، ساختاری نوآوراناه -کلوین

دهد که در مطالعات پیشاین کمتار ماورد توجاه قارار       را ارائه می

گرفته است. معادلات حاکم با استفاده از اصل همیلتون اساتخراج  

اند. اعتبارسانجی   شده و به کمک روش تحلیلی ناویر حل گردیده

نتایج با مقایسه با منابع معتبر انجام شده و تحلیل عاددی دقیاق   

رائه شده است. ایان رویکارد جاامع،    صورت نمودارها و جداول ا به

زمان اثرات میرایی، خواص نانوکامپوزیتی و رفتار  امکان بررسی هم

وابسته به زمان را فراهم ساخته و پاژوهش حاضار را از مطالعاات    

 .سازد مشابه متمایز می

 سازی تیر ساندویچی مدل -2

هااای نانوکااامپوزیتی و هسااته  تیاار ساااندویچی متشااکل از رویااه

,𝑧)دساتگاه مختااات  ستیک، در ویسکوالا 𝑦, 𝑥)     بار روی صافحه

طول، پهناا،   1مطابق شکل  است. میانی هسته در نظر گرفته شده

، 𝐿 ،𝑏 یه نانوکامپوزیتی باه ترتیاب باا   لاضخامت  و ضخامت هسته

ℎ𝑐  وℎ𝑓  بارای بررسای و تحلیال تحقیاق     شده است. داده  نشان

 حاضر فرضیات زیر در نظر گرفته شده است:

  های غیر خطی صرف نظار   معادلات حاکم بر سازه، از ترمدر

 شده است.

 ها و هسته تیر سااندویچی بااورت کامال بار روی هام       رویه

 اند. چسبیده شده

ای که پاسخ سیستم در چارچوب خطای   در محدوده فرضیاتاین 

باقی بماند قابل قبول هستند و اعتبار مادل در ایان محادوده باا     

های مرجع تأیید شده اسات. باا ایان     همقایسه نتایج عددی با داد

هاای زماانی    حال، در کاربردهایی که رفتار غیرخطی یا وابساتگی 

 .شود تر توصیه می های پیشرفته نقش مهمی دارند، استفاده از مدل

                                                                                       
1 Golla-Hughes-McTavish  

 
   مختاات دستگاه  شینما و یچیساندو ریت کیشمات :(1)شکل 

 ساندویچیتئوری سه لایه تیر  -2-1

برای تحلیل ارتعاشات آزاد ساازه مادنظر از تئاوری ساه لایاه تیار       

با  های تیر ساندویچی رویه، که در آن شده استاستفاده  ساندویچی

و هسته ویسکوالاستیک با استفاده  تیر تیموشنکو تئوریاستفاده از 

انتخااب   .ساازی شاده اسات    مادل   مرتبه بالای فراستی تئوریاز 

بارای هساته و تئاوری تیار      )تئاوری فراساتی (   باالا تئوری مرتبه 

ها بر اساس ماهیت مکانیکی و نقش هر بخاش   تیموشنکو برای رویه

در سازه ساندویچی صاورت گرفتاه اسات. هساته ویسکوالاساتیک      

عنوان بخش میانی با ضخامت بیشاتر و رفتاار وابساته باه زماان،       به

و، اساتفاده از  ر کناد؛ از ایان   نقش اصلی را در انتقال بارش ایفاا مای   

های برشی در  تر تغییر شکل سازی دقیق برای مدل فراستی تئوری 

عناوان   های نانوکامپوزیتی باه  آن ضروری بوده است. در مقابل، رویه

تر در برابر خمشی، عمدتاً تحت  تر با رفتار نسبتاً صلب های ناز  لایه

های کششی و خمشی قرار دارناد و ساهم کمتاری در انتقاال      تنش

دارند. بنابراین، استفاده از تئوری تیموشنکو که شاامل تغییار   برش 

میادان  . کناد  مای  ها کفایت شکل برشی مرتبه اول است، برای رویه

 :]21[ شود باورت زیر در نظر گرفته می ها رویهجایی برای  جابه
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های باالایی   ترتیب برای تفکیک رویه به 𝑏و  𝑡های  در رابطه بالا اندیس

ترتیب باا   باشد. جابجایی طولی و عرضی تیر ساندویچی به و پایینی می

𝑈  و𝑊   .چناین   هام نشان داده شده اسات𝑢 ،𝑤  و𝜙  هاای   جابجاایی

د. نده را نشان می ها رویه طولی، عرضی صفحه میانی و اثرات چرخش

مرتباه   ک طباق تئاوری  هساته ویسکوالاساتی  جایی برای  میدان جابه

 :]22[ گردد باورت زیر در نظر گرفته می  بالای فراستی
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و  طاولی های  به ترتیب مربوط به جابجایی 𝑊𝑐و  𝑈𝑐در روابط بالا، 

 𝑢1و   𝑢0 ،𝑤0 چناین  هم. باشند میهسته ویسکوالاستیک  عرضی

و اثرات چرخش  در صفحه میانی ، عرضیجابجایی طولی ترتیب به

علاوه بر این، متغیرهاای  دهند.  هسته ویسکوالاستیک را نشان می

𝑢2 ،𝑢3 ،𝑤1  و𝑤2  پارامترهااای مجهااولی هسااتند کااه بااا اعمااال

شرایط پیوستگی جابجایی در سطح مشتر  بین صفحات رویاه و  

شوند. شرایط پیوستگی در ساطح مشاتر  باین     هسته تعیین می

 گردد. میو هسته به صورت زیر تعریف صفحات رویه 
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 یهاا  دانیا روابط فاوق در م  یگذاریهسته با جا یبرا ییجابجا دانیم

 :گردد تعریف می باورت زیر  و حل معادلات حاصل 2و  1 ییجابجا
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 که در رابطه بالا
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 یکارنش بارا   یهاا  دانیا م ،ییجابجاا -با استفاده از روابط کرنش

 :]20[ شوند یم انیب ریبه صورت ز یچیساندو ریت یها هیرو
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 :شوند یم فیتعر ریبه صورت زنیز  یچیساندو ریروابط کرنش هسته ت
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 که در رابطه بالا داریم:

(8) , 0,1, 2,
dfi

g ii
dzc

   

های تقویت شده با نانو  رویهت ساختاری لامعاد -2-2

 های کربنی لوله

نانوکامپوزیتی برای تیر ساندویچی به های  رویهساختاری  لاتمعاد

 :]23[ شود زیر بیان میصورت 
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𝜎𝑖𝑗 ،𝜀𝑖𝑗  و𝑄𝑖𝑗 سافتی مااتریس   و  کارنش   تنش،  رتانسور ترتیب به 

چنین ضاریب تااحیح    دهند و هم را نشان مییه نانوکامپوزیتی لا

نشان داده شده اسات. ضارایب    𝑘𝑠برشی تئوری تیموشنکو نیز با 

صاورت   به و ضریب تاحیح برشی نانوکامپوزیتی های سختی رویه

 گردد: زیر تعریف می
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و  𝐸𝑓ترتیاب   بهنانوکامپوزیتی  های یهلامدول برشی  و یان  مدول

𝐺𝑓 23[شوند  یین میتع با استفاده از روابط زیر که باشد  می[: 

(11) 
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 𝐸𝐶𝑁𝑇ی، های کربنا ضرایب بازدهی نانو لوله 𝜂𝑖 که در رابطه بالا،  

و  𝐸𝑚 ،کربنای  هاای  مدول یان  و مدول برشای نانولولاه  𝐺𝐶𝑁𝑇 و 

𝐺𝑚    زمیناه(  مدول یان  و مادول برشای مااتریس( ، 𝑉𝑚 و 𝑉𝐶𝑁𝑇

 .دنباش کربنی می های درصد حجمی ماتریس و نانولوله

 1در جدول  یکربن یها نانولوله یانواع کسر حجم ضرایب بازدهی

 .]24[ نشان داده شده است

 یکربن یها مختلف نانولوله های یکسر حجم یبرا ضرایب بازدهی :(1)جدول

𝜂3 𝜂2 𝜂1 𝑉𝐶𝑁𝑇 

7154/0  022/1  137/0  12/0  

138/1  626/1  142/0  17/0  

109/1  585/1  141/0  28/0  

 یبرا ییجابجا-، روابط تنش9 رابطهدر  6 رابطه یگذاریبا جا

 گردد: می فیتعر ریبه صورت ز یچیساندو ریت های رویه
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 معادلات ساختاری هسته ویسکوالاستیک -2-3

 ویات -هسته ویسکوالاستیک طبق مدل کلوینساختاری  لاتمعاد

 :]20[ شود زیر تعریف میبرای تیر ساندویچی به صورت 
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باا   بیبه ترت کیسکوالاستیهسته و اتلاف بیو ضر سفتی بیضرا

𝑄𝑖𝑗
𝑐  و𝜂  رابطاه باالا باه    در  سافتی  بیضارا  .داده شده استنشان

 شود: شکل زیر بیان می

(14) 

   

   

 

 
 

11 33 2
1

                      13 11

55 11
2 1

1

2

Ec c c
Q Q

c

c c
Q Qc

Ec cc
Q G Qc

c

c











 




  





 

هاای   با توجه به نقش محوری هسته در توزیع تنشدر نظر داریم 

 باه  وابساته  کرنش-عرضی و برشی، و نیز با استناد به روابط تنش

در معااادلات هسااته   پواسااون ضااریب اثاارات لحاااظ زمااان،

باا   .]26و 25 [اسات   شاده  تلقای  ضاروری  امری ویسکوالاستیک

 یبارا  ییجابجاا -، رواباط تانش  13 رابطاه در  7 رابطه یگذاریجا

 شود: می فیتعر ریبه صورت ز هسته ویسکوالاستیک
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 معادلات حاکم بر تیر ساندویچی -4-2

و  ویسکوالاساتیک ت حاکم بار تیار سااندویچی باا هساته      لامعاد

 زیار طه های نانوکامپوزیتی با اعمال اصل همیلتون مطابق راب رویه

 :]27[ند آی بدست می

(16) ( ) 0
0
t

U T dt    

 کرنشای ترتیب انرژی جنبشی و انارژی   به 𝑈و  𝑇که در رابطه بالا 

 دهد. سازه را نشان می

 گردد: ساندویچی باورت زیر تعریف میانرژی جنبشی تیر 
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های  جایی گفته شده برای هسته و رویه های جابه با جاگذاری میدان

 شود: بالا و پایین، تغییرات انرژی جنبشی باورت زیر نوشته می
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، تغییارات  15و  12چناین رواباط    و هم 7و  6با استفاده از روابط 

 شود: انرژی کرنشی باورت زیر حاصل می
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 که در روابط بالا داریم:
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در اصل همیلتون، معادلات حاکم بار   21و  18با جاگذاری روابط 

های نانوکامپوزیتی  تیر ساندویچی با هسته ویسکوالاستیک و رویه

 آیند: باورت زیر بدست می
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 روش حل معادلات حاکم بر تیر ساندویچی -3

در پااژوهش حاضاار، شاارایط ماارزی سیسااتم در دو انتهااای تیاار 

در نظر گرفته شده است؛ به این معناا کاه    گاه ساده صورت تکیه به

در نقاط انتهایی تیر، جابجایی عمودی صفر فار  شاده و دوران   

از باشد. این ناوع شارایط مارزی، کاه      حول محور عرضی آزاد می

هاا   ترین و پرکاربردترین حاالات در تحلیال ساازه    جمله کلاسیک

تنها با بسیاری از شرایط تجربی قابل تطبیاق   شود، نه محسوب می

ویاژه،   است، بلکه از نظر ریاضی نیز مزایای قابل تاوجهی دارد. باه  

گیاری از روش تحلیلای نااویر را فاراهم      این شرایط امکاان بهاره  

ه سینوسی مورد اساتفاده در ایان روش   سازد، چرا که توابع پای می

کنند و نیازی به اعمال  طور ذاتی شرایط مرزی ساده را ارضا می به

دار ندارنااد. در چااارچوب ایاان روش،   اصاالاحات یااا توابااع وزن 

صاورت   متغیرهای وابسته مانند جابجایی، تنش یا تغییر شکل باه 

شاوند کاه ضارایب     های سینوسی توسعه داده می ترکیبی از سری

ها از طریق اعمال معادلات حاکم و شرایط اولیاه قابال تعیاین     نآ

هستند. این رویکرد، ضمن حفظ دقات تحلیلای، امکاان بررسای     

رفتار دینامیکی تیر تحت بارهای متغیر را با پیچیدگی محاسباتی 

 .سازد نسبتاً پایین فراهم می

-های زیر در نظر گرفته مای  در این روش متغیرها به صورت سری
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، فرم بسته معاادلات  31تا  23در معادلات  32با جاگذاری روابط 

 گردد: دیفرانسیل باورت زیر حاصل می
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مااتریس   ،مااتریس جارم  ترتیاب   به [𝐾]و  [𝐶]، [𝑀]در رابطه بالا 

 باشد. سازه مدنظر می میرایی و ماتریس سفتی

مقادیر ویاژه باه شاکل مخاتلط و بااورت زیار       ، 34با حل رابطه 

 شود: نوشته می

(35)    Re Imjn n n     

های طبیعی و بخش  در نتیجه بخش حقیقی مقادیر ویژه فرکانس

موهومی نرخ کاهش دامنه و سرعت میرایی ارتعاشات را نشان می 

دهند. در نتیجه فرکانس طبیعی و ضریب میرایی تیر به شکل زیر 

 :]28[گردد  تعریف می

(36)  
 Im

Re ,
n

n n n
n


 


    

 بحث و نتایج -4

 اعتبارسنجی -1-4

به طول  منظور اعتبارسنجی تحقیق حاضر، یک تیر ساندویچیبه 

𝜂ی الاساتیک )  باا هسااته  متار و  3/0 = هاای همگاان   رویااهو  (0

مشخااات   2در نظر گرفتاه شاده اسات. در جادول      گرد همسان

تیر ساندویچی مورد اساتفاده در اعتبارسانجی   فیزیکی و هندسی 

های طبیعی تیر بر حسب هرتز در  فرکانسحاضر ارائه شده است. 

 ]29[در کنار مقادیر گزارش شده توسط یانا  و کیاائو    3جدول 

گوناه کاه طباق نتاایج مشاخ، اسات،        ارائه شاده اسات. هماان   

کاملاً با نتایج مادل بررسای    ]29[یان  و کیائو های تحلیلی  یافته

 شده در این مطالعه مطابقت دارد. 

 یچیساندو ریت یو هندس یکیزیمشخاات ف (:2)جدول 

 هسته ها رویه 

𝐸(𝑀𝑝𝑎) 50 36000 

𝜌(
𝐾𝑔

𝑚3
) 06/52 4400 

𝜈 3/0 25/0 

ℎ(𝑚𝑚) 21 20 

های طبیعی تحقیق حاضر و مقاله یان  و  مقایسه فرکانس (:3)جدول 

 کیائو

 Ω1 Ω2 Ω3 

 3/1314 06/827 82/326 تحقیق حاضر

 90/1308 96/824 98/325 ]29[یان  و کیائو 

چنین برای اثبات درستی تحقیق حاضر، اعتبار سنجی با  هم

، ارائه شده است که در جدول ]14[پژوهش بیگلری و همکاران 

گونه که طبق نتایج مشخ،  باشد. همان ، قابل مشاهده می4
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کاملاً با نتایج  ]14[بیگلری و همکاران های تحلیلی  یافتهاست، 

 مدل بررسی شده در این مطالعه مطابقت دارد. 

بعد مد اول تحقیق حاضر و  طبیعی بی  مقایسه فرکانس (:4)جدول 

 مقاله بیگلری و همکاران

 𝑉𝐶𝑁𝑇

= 0.12 
𝑉𝐶𝑁𝑇

= 0.17 
𝑉𝐶𝑁𝑇

= 0.17 
 0.8582 6701/0 5833/0 تحقیق حاضر

بیگلری و همکاران 

]14[ 
5830/0 6682/0 8094/0 

 نتایج عددی -2-4

. پرداخته شده استدر این بخش به بررسی و ارزیابی نتایج عددی 

ارتعاشات آزاد هدف از این بخش بررسی تأثیر عوامل مختلف بر 

باشد. مشخاات هندسی تیر ساندویچی با  سازه ساندویچی می

ارائه  5های نانولوله کربنی در جدول  هسته ویسکوالاستیک و رویه

خواص مواد ترتیب،  به 7و  6شده است. علاوه بر این، جداول 

های نانوکامپوزیتی  هسته ویسکوالاستیک و خواص فیزیکی رویه

 دهند. های کربنی( را ارائه می )ماتریس زمینه و نانولوله

 یچیساندو ریت یمشخاات هندس (:5)جدول 

L (m) 𝑏

𝐿
 

ℎ

𝐿
 

ℎ𝑐

ℎ
 

2 05/0 04/0 8/0 

 ]30[ کیسکوالاستیخواص مواد هسته و (:6)جدول 

𝐸 (𝑀𝑝𝑎) 𝐺 (𝑀𝑝𝑎)   (
𝐾𝑔

𝑚3
) 𝜈 

794/1 69/0 1/968 3/0 

 ]31[ی تینانوکامپوز یها هیرو یکیزیخواص ف (:7)جدول 

5/2 𝐸𝑚 (𝐺𝑃𝑎)  

1150   (
𝐾𝑔

𝑚3
) Epoxy 

34/0 𝜈𝑚  

64/5 𝐸𝐶𝑁𝑇 (𝑇𝑝𝑎)  

94/1 𝐺𝐶𝑁𝑇 (𝑇𝑝𝑎) CNT 

1400 𝐶𝑁𝑇(
𝐾𝑔

𝑚3
)  

 

بعد  پارامترهای مورد بررسی در این تحقیق، طبق روابط زیر بی

 اند. شده

(35) *
,    

Ec
Ln n

E Lc

 
 


    

های کربنی را  اثر کسر حجمی نانولولهترتیب  ، به3و  2های  شکل

بر روی فرکانس طبیعی مد اول و ضریب میرایی سازه ساندویچی 

با افزایش ضریب شود که  مشاهده می 2دهد. در شکل  نشان می

کند، در  نیز افزایش پیدا می تیر ساندویچی، استهلا  سازه اتلاف

کند؛ چون  نتیجه فرکانس طبیعی سیستم  کاهش پیدا می

چنین  هم باشد. نس طبیعی سیستم نمادی از انرژی سازه میفرکا

های کربنی، سفتی سازه افزایش  کسر حجمی نانولولهبا افزایش 

پیدا کرده و در نتیجه فرکانس طبیعی سیستم نیز افزایش پیدا 

نشان داده شده است، افزایش  3گونه که در شکل  کند. همان می

گردد،  ضریب اتلاف سازه باع  افزایش ضریب میرایی سیستم می

باع  کاهش ضریب میرایی سیستم ولی در مقابل افزایش سفتی 

گردد، زیرا با افزایش سفتی سازه، دوره نوسانات سازه کاهش  می

زمان مؤثر برای اتلاف انرژی توسط  در نتیجه،پیدا کرده و 

کاهش یافته و توانایی میرایی در تضعیف  یرایینیروهای م

 د.شو نوسانات نسبت به نیروهای بازگرداننده الاستیک، تضعیف می

های کربنی، ضریب  پس در نتیجه با افزایش کسر حجمی نانولوله

حاصل  نتایجچنین  هم کند. میرایی تیر ساندویچی کاهش پیدا می

 دهند که با افزایش کسر حجمی نشان می 3و  2از دو شکل 

CNT  طور  ای تیر به فرکانس طبیعی پایه ،28/0به  12/0از

افزایش یافته است؛ این افزایش ناشی از % 15میانگین حدود 

باشد.  ها میCNTبهبود سختی مؤثر ماده مرکب در حضور

از  CNT همچنین، ضریب میرایی معادل با افزایش کسر حجمی

در ماارف صنعتی،  یابد. % کاهش می13حدود  ،28/0به  12/0

افزودن بیش از حد نانو ممکن است منجر به افزایش وزن، هزینه 

تولید، و پیچیدگی فرآیند ساخت شود. بنابراین، از منظر صنعتی، 

 که ای محدوده در شده از نانوذرات ی بهینه و کنترل استفاده

 خواص افت یا هزینه تحمیل بدون شود حاصل عملکرد ی بیشینه

 .است تر منطقی و تر دیگر، مناسب

 
 یعیفرکانس طب یبر رو یکربن یها نانولوله یاثر کسر حجم (:2)شکل 

 تیر ساندویچی مد اول
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 ضریب میرایی یبر رو یکربن یها نانولوله یاثر کسر حجم (:3)شکل 

 یچیساندو ریت

، تأثیر نسبت ضخامت به طول تیر بر فرکانس طبیعی 4در شکل 

مود اول سیستم بررسی شده است. با افزایش ضخامت تیر در 

طور  ماند، سختی خمشی تیر به حالی که طول آن ثابت باقی می

یابد، زیرا ممان اینرسی سطح مقطع با  قابل توجهی افزایش می

صورت  ها بهکند. در مقابل، جرم تیر تن توان سوم ضخامت رشد می

بر  سفتییابد. بنابراین، اثر افزایش  خطی با ضخامت افزایش می

رفتار دینامیکی سیستم غالب بوده و موجب افزایش فرکانس 

وضوح در نتایج مشاهده شده و  شود. این پدیده به طبیعی می

دهد که افزایش ضخامت تیر منجر به بهبود پاسخ  نشان می

 .دارتعاشی آن در مود اول خواهد ش

تغییرات نسبت ضخامت به طول تیر بروی ضریب میرایی سازه در 

ضریب میرایی که بیانگر توانایی نشان داده شده است.  5شکل 

 سفتیسازه در جذب و اتلاف انرژی ارتعاشی است، معمولاً با 

، میزان اتلاف سفتیکه با افزایش  طوری ای معکوس دارد؛ به رابطه

مشاهده  5طور که در شکل  همان یابد. بنابراین، انرژی کاهش می

شود، افزایش ضخامت تیر ساندویچی منجر به کاهش ضریب  می

دهنده کاهش  گردد، که این موضوع نشان میرایی سیستم می

توانایی سازه در جذب نوسانات و افزایش پاسخ ارتعاشی آن در 

 .شرایط تحریک خارجی است

 
 اول دم یعیطب بر فرکانس ریاثر نسبت ضخامت به طول ت (:4)شکل 

 تیر ساندویچی

 
 ریت ضریب میرایی روی بر ریاثر نسبت ضخامت به طول ت (:5)شکل 

 یچیساندو

اثر نسبت ضخامت هساته باه ضاخامت کال تیار بار        6در شکل 

طبیعی ماود اول ساازه بررسای شاده اسات. باا افازایش         فرکانس

ضخامت هسته و ثابات درنظار گارفتن ضاخامت کال، ضاخامت       

ضعیف است،  ویسکوالاستیکشوند. هسته یک ماده  ها کم می رویه

که با  های کربنی هستند پلیمر تقویت شده با نانولوله ،ها ولی رویه

بناابراین   یاباد.  هاا، سافتی ساازه کااهش مای      کاهش ضخامت آن

دهند، با افزایش ضاخامت هساته    همانطور که نتایج هم نشان می

  یابد. طبیعی سیستم کاهش می  فرکانس

اثر نسبت ضخامت هساته باه ضاخامت کال تیار بار        7در شکل 

ضریب میرایی سازه ساندویچی نشان داده شده است. مطابق ایان  

شود که با افزایش ضخامت هسته، میرایی سازه  یشکل مشاهده م

 کند. ساندویچی افزایش پیدا می

 
بر  ریاثر نسبت ضخامت هسته به ضخامت کل ت (:6)شکل 

 تیر ساندویچی مد اول یعیطب فرکانس
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ضریب  روی بر ریاثر نسبت ضخامت هسته به ضخامت کل ت (:7)شکل 

 یچیساندو ریت میرایی

ای میااان فرکااانس طبیعاای مااد اول تیاار   ، مقایسااه8در شااکل 

های نانوکاامپوزیتی، و   ساندویچی با هسته ویسکوالاستیک و رویه

هاای نانوکاامپوزیتی ارائاه     لایه ویسکوالاستیک فاقد رویاه  تیر تک

دهد که حضور  وضوح نشان می شده است. تحلیل نمودار مذکور به

یار سااندویچی منجار باه     هاای نانوکاامپوزیتی در سااختار ت    رویه

مؤثر سازه و در پای آن، ارتقااف فرکاانس     سفتیافزایش چشمگیر 

لایاه ویسکوالاساتیک،    که تیار تاک   گردد؛ در حالی طبیعی آن می

تاری   مراتب پاایین  مکانیکی به سفتیها، از  دلیل فقدان این رویه به

طاور قابال    برخوردار باوده و در نتیجاه، فرکاانس طبیعای آن باه     

 .یابد می توجهی کاهش

 
مقایسه فرکانس طبیعی مد اول تیر ساندویچی با هسته  (:8)شکل 

لایه ویسکوالاستیک  های نانوکامپوزیتی، و تیر تک ویسکوالاستیک و رویه

 های نانوکامپوزیتی فاقد رویه

 گیری نتیجه -5

ارتعاشاااات آزاد تیااار سااااندویچی باااا هساااته در ایااان مقالاااه 

هاای   های پلیمری تقویت شده باا نانولولاه  ویسکوالاستیک و رویه

کربنی که کاربردهای زیادی در صانایع نظاامی، هوافضاا، صانایع     

 باا بکاارگیری تئاوری   دریایی و غیره دارد، مورد بررسی واقع شد. 

ها و  سه لایه تیر ساندویچی که شامل تئوری تیموشنکو برای رویه

چناین   همباشد و  تئوری فراستی  برای هسته تیر ساندویچی می

به کمک اصل همیلتون، معادلات حاکم بر سیستم بدست آمدناد.  

دست آمده به صورت معادلات دیفرانسیل پیچیاده باا    معادلات به

برای حال ایان معاادلات تعاادل، از      باشند که مشتقات جزئی می

اثار  ی مکاان اساتفاده شاده اسات.      تحلیلی ناویر در حاوزه  روش

هاای کربنای،    ی نانولولاه چون کسار حجما   پارامترهای مهمی هم

نسبت ضخامت به طول تیر و نسبت ضخامت هسته باه ضاخامت   

کل تیر بر فرکانس طبیعی و ضریب میرایی سازه ساندویچی مورد 

گرفت. با تحلیل نتایج ارائه شده، نکات مهمی بح  و بررسی قرار 

 استنباط شدند که عباتند از: 

 دویچی نیز با افزایش ضریب اتلاف سازه، استهلا  تیر سان

کند، در نتیجه فرکاانس طبیعای سیساتم      افزایش پیدا می

کند؛ چون فرکانس طبیعی سیستم نماادی   کاهش پیدا می

 باشد. از انرژی سازه می

  های کربنای، سافتی ساازه     کسر حجمی نانولولهبا افزایش

افزایش پیدا کرده و در نتیجه فرکانس طبیعی سیستم نیز 

ضاریب میرایای تیار    مقابال  ، ولای در  کند افزایش پیدا می

 کند. ساندویچی کاهش پیدا می

      طبیعای و    افزایش ضاخامت تیار باعا  افازایش فرکاانس

 گردد. کاهش ضریب میرایی سازه می

     با افزایش ضخامت هسته و ثابت درنظار گارفتن ضاخامت

شاوند. هساته یاک مااده      هاا کام مای    کل، ضخامت رویاه 

هاا، پلیمار تقویات     ویسکوالاستیک ضعیف است، ولی رویه

های کربنی هستند که باا کااهش ضاخامت     شده با نانولوله

  یاباد. در نتیجاه فرکاانس    ها، سفتی ساازه کااهش مای    آن

ب میرایای سیساتم افازایش    طبیعی سیستم کاهش و ضری

 کند.  پیدا می
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